






Àííîòàöèÿ

Ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîñòàâëåíî íà îñíîâå êîíñïåêòà ëåêöèé
ãîäîâîãî êóðñà êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîòîðûé ÷èòàëñÿ â Íîâîñèáèðñêîì ãî-
ñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå äëÿ ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè
ôèçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è óñêîðèòåëüíîé ôèçèêè. Ïîñîáèå áóäåò òàêæå
ïîëåçíî âñåì ñòóäåíòàì, çàèíòåðåñîâàííûì â óãëóáë¼ííîì èçó÷åíèè êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè. Â äàííîì êóðñå îáñóæäàåòñÿ öåëûé ðÿä âîïðîñîâ, êîòîðûå
îáû÷íî íå âêëþ÷àþòñÿ â ñòàíäàðòíûå ïðîãðàììû èçó÷åíèÿ êâàíòîâîé ìåõà-
íèêè, íî êîòîðûå âàæíû äëÿ ïðàâèëüíîãî ïîíèìàíèÿ ôèçèêè.
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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Â îòëè÷èå îò ìîíîãðàôèé, ïîñâÿù¼ííûõ èçëîæåíèþ îñíîâ êâàíòîâîé ìåõà-
íèêè, êîíñïåêòû ëåêöèé èìåþò ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ â îáú¼ìå, ñâÿçàííûå ñ
ó÷åáíûìè ïëàíàìè. Ïîýòîìó ïîäðîáíîñòü èçëîæåíèÿ òåõ èëè èíûõ âîïðîñîâ
â ñèëüíîé ñòåïåíè îòðàæàåò ïðåäïî÷òåíèÿ è ñòèëü àâòîðîâ. Ïðåäëàãàåìûé ãî-
äîâîé êóðñ ëåêöèé ÷èòàëñÿ ñòóäåíòàì Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è óñêîðèòå-
ëåé. Ïîýòîìó çàìåòíîå ìåñòî â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè óäåëåíî ðåëÿòèâèñò-
ñêîé ôèçèêå è ïðèáëèæ¼ííûì ìåòîäàì âû÷èñëåíèé. Êðîìå òîãî, îáñóæäàåòñÿ
öåëûé ðÿä âîïðîñîâ, êîòîðûå íå âõîäÿò â ñòàíäàðòíûå ïðîãðàììû êâàíòîâîé
ìåõàíèêè, íî ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçèêè êâàíòîâûõ ÿâëåíèé.
Íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðè
âûâîäå òåõ èëè èíûõ ôîðìóë, ïðåäëàãàþòñÿ ñòóäåíòàì â âèäå çàäà÷. Ïðî-
ãðàììà ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ñîñòàâëåíà òàê, ÷òîáû ñäåëàòü äîñòóïíûì äëÿ ñòó-
äåíòîâ ñîäåðæàíèå ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ, êîòîðûå ÷èòàþòñÿ ïàðàëëåëüíî íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàôåäðàõ. Îáñóæäåíèå âîïðîñîâ, êîòîðûå íå âîøëè â íà-
øè ëåêöèè, ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ [1�9] Ñîäåðæàíèå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ
íàïðàâëåíî íà òî, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî îáëåã÷èòü ñòóäåíòàì ñàìîñòîÿòåëüíîå
âûïîëíåíèå çàäàíèé, à òàêæå ðåøåíèå çàäà÷, ïðåäëàãàåìûõ íà ñåìèíàðñêèõ
çàíÿòèÿõ. Â ýòîé ñâÿçè ñòóäåíòàì áóäóò ïîëåçíû çàäà÷íèêè [10�12].

Ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ â çàäà÷íèêå [13]. Âñÿ óêàçàííàÿ âûøå ëèòåðàòóðà ïðèâåäåíà â
êîíöå êîíñïåêòà.

Ìû óâåðåíû, ÷òî ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå áóäåò ïîëåçíî ñòóäåíòàì
âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ óãëóáë¼ííîå çíàíèå êâàíòîâîé
ìåõàíèêè.
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ÐÀÇÄÅË 1. ÏÅÐÅÕÎÄ ÎÒ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ
Ê ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ

Ïåðå÷èñëèì ïðîáëåìû, êîòîðûå íå ìîãëè áûòü ðåøåíû â ðàìêàõ êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêè è êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè.
1. Îáúÿñíèòü ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ¾÷¼ðíîãî òåëà¿ è ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà.

2. Ïî÷åìó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ, âûëåòåâøèõ èç ìåòàëëà ïîä
âîçäåéñòâèåì ñâåòà (ôîòîýôôåêò), çàâèñèò îò ÷àñòîòû ñâåòà è íå çàâè-
ñèò îò åãî èíòåíñèâíîñòè, ïî÷åìó ñóùåñòâóåò ïîðîã ÷àñòîòû, ïðè êîòîðîì
ýëåêòðîíû âûëåòàþò èç ìåòàëëà.

3. ×åì îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðíûé ðàçìåð àòîìîâ.

4. Ïî÷åìó íàáëþäàåòñÿ äèñêðåòíûé ñïåêòð â èçëó÷åíèè àòîìîâ.

5. Ïî÷åìó ýëåêòðîíû íå ïàäàþò íà ÿäðî èç-çà èçëó÷åíèÿ.

¾Íîâàÿ ôèçèêà¿ âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð, îïðåäåëÿ-
þùèé ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ¾ñòàðîé ôèçèêè¿. Â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè òàêèì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ñâåòà c = 3 · 1010 ñì/ñ, à â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~ = 1,054 ·10−27 ýðã ·ñ. Ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà èìååò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ (ýíåðãèÿ · âðåìÿ) èëè ìîìåíòà èìïóëüñà
(èìïóëüñ · ðàññòîÿíèå). Åñëè õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû äåéñòâèÿ èëè ìîìåíòà
èìïóëüñà ïîðÿäêà ~, òî íà÷èíàþò ðàáîòàòü êâàíòîâûå çàêîíû, à åñëè ìíîãî
áîëüøå ~, òî ðàáîòàþò çàêîíû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

1. Ìàêñ Ïëàíê â 1900 ã. ñäåëàë ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå
èçëó÷åíèå èñïóñêàåòñÿ â âèäå îòäåëüíûõ ïîðöèé ýíåðãèè (êâàíòîâ), âåëè-
÷èíà êîòîðûõ ε ñâÿçàíà ñ ÷àñòîòîé èçëó÷åíèÿ ω ñîîòíîøåíèåì ε = ~ω.
Ïðè ýòîì ωmax = 2,82 kT/~, çäåñü k = 1,38 · 10−16 ýðã/Ê � ïîñòîÿííàÿ
Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà.

2. Ôîòîýôôåêò áûë îáúÿñí¼í â 1905 ã. Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì. Ïëàíê ïðåä-
ïîëàãàë, ÷òî ñâåò èçëó÷àåòñÿ òîëüêî êâàíòîâàííûìè ïîðöèÿìè, à Ýéí-
øòåéí ñ÷èòàë, ÷òî ñâåò ñóùåñòâóåò òîëüêî â âèäå êâàíòîâàííûõ ïîðöèé.
Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò ôîðìóëà Ýéíøòåéíà äëÿ ôîòîýô-
ôåêòà:

~ω = I +
mv2

2
,

ãäå I � ðàáîòà âûõîäà (ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ âûëåòà
ýëåêòðîíà èç âåùåñòâà),mv2/2 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûëåòàþùåãî ýëåê-
òðîíà, ω � ÷àñòîòà ïàäàþùåãî ôîòîíà ñ ýíåðãèåé ~ω. Ïîðîã îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì ~ωmin = I.
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3. Â 1912 ã. Ðåçåðôîðä è åãî ñîòðóäíèêè ïîñòàâèëè îïûò ïî ðàññåÿíèþ àëüôà-
÷àñòèö â âåùåñòâå. Ðåçåðôîðä ïðèø¼ë ê âûâîäó, ÷òî âåñü ïîëîæèòåëüíûé
çàðÿä ñîñðåäîòî÷åí â öåíòðå àòîìà â òÿæ¼ëîì ÿäðå ðàäèóñà ∼ 10−13 ñì, à
îòðèöàòåëüíî-çàðÿæåííûå ÷àñòèöû (ýëåêòðîíû) îáðàùàþòñÿ âîêðóã ýòîãî
ÿäðà â îáëàñòè ðàäèóñà ∼ 10−8 ñì.

4. Ýëåêòðîíû ñ ÿäðàìè àòîìîâ è ìåæäó ñîáîé âçàèìîäåéñòâóþò ïî çàêîíó
Êóëîíà, U(r) ∼ e2/r, ãäå e � çàðÿä ýëåêòðîíà, à r � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷à-
ñòèöàìè. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìàññó ÿäðà M = A · 1,7 · 10−24 ã, ãäå A �
ñóììàðíîå ÷èñëî ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ â ÿäðå, ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî
áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ýëåêòðîíà me = 0,9 · 10−27 ã. Èç ìàñ-
ñû ýëåêòðîíà è çàðÿäà ýëåêòðîíà íåëüçÿ ïîñòðîèòü âåëè÷èíó, èìåþùóþ
ðàçìåðíîñòü äëèíû. Ïîýòîìó â íåðåëÿòèâèñòñêîé êëàññè÷åñêîé ýëåêòðî-
äèíàìèêå íåò õàðàêòåðíîé äëèíû. Â ðåëÿòèâèñòñêîé êëàññè÷åñêîé ýëåê-
òðîäèíàìèêå, ãäå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âîçíèêàåò ñêîðîñòü ñâåòà c, ìîæíî
ïîñòðîèòü êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà

re =
e2

mec2
= 2,8 · 10−13 ñì,

íî ýòî ñëèøêîì ìàëåíüêàÿ âåëè÷èíà, ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà
àòîìà ∼ 10−8 ñì. Èç ~, e è me ìîæíî ïîñòðîèòü âåëè÷èíó

aB =
~2

mee2
= 0,53 · 10−8 ñì,

íàçûâàåìóþ áîðîâñêèì ðàäèóñîì. Â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå
ñóùåñòâóåò åù¼ âåëè÷èíà

λC =
~
mec

= 3,86 · 10−11 ñì,

íàçûâàåìàÿ êîìïòîíîâñêîé äëèíîé âîëíû ýëåêòðîíà � ðàññòîÿíèå, íà êî-
òîðîì ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû. Èç e, ~ è c
ìîæíî ïîñòðîèòü áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó

α =
e2

~c
= 1/137� 1,

íàçûâàåìóþ ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû è èãðàþùóþ âàæíóþ ðîëü â
àòîìíîé ôèçèêå è êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
èåðàðõèþ äëèí:

re = αλC = α2aB .

Èç ~, e è me ìîæíî ïîñòðîèòü âåëè÷èíó

Eat =
mee

4

~2
= 27,2 ýÂ,
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èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè. Âåëè÷èíà Eat/2 = 13,6 ýÂ îáîçíà÷àåòñÿ
Ry è íàçûâàåòñÿ ðèäáåðãîì. Íàïîìíèì, ÷òî

1 ýÂ = 1,6 · 10−12 ýðã ,

à çàðÿä ýëåêòðîíà â ñèñòåìå ÑÃÑ ðàâåí e = 4,8 · 10−10.

5. Ïîëóêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áîðà (1913 ã.). Ýëåêòðîí ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëü-
êî ïî îïðåäåë¼ííûì îðáèòàì, èçëó÷åíèå è ïîãëîùåíèå ýíåðãèè ýëåêòðî-
íîì ïðîèñõîäèò ïðè ñêà÷êîîáðàçíîì ïåðåõîäå ñ îäíîé îðáèòû íà äðóãóþ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé äâèæåíèÿ ïî êðóãîâûì îðáèòàì. Èìååì
äâà óðàâíåíèÿ (ðàâåíñòâî öåíòðîáåæíîé è êóëîíîâñêîé ñèëû è óñëîâèå
êâàíòîâàíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà):

mv2

r
=
e2

r2
, mvr = n~ , n = 1, 2, . . .

Îòñþäà íàõîäèì r = n2 aB, v = e2/(~n) è

En =
mv2

2
− e2

r
= −Ry

n2
, ~ωnk = En − Ek =

(
1

k2
− 1

n2

)
Ry .

Ïîëíîå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì äëÿ àòîìà âîäîðîäà! Äëÿ îòíîøåíèÿ
ñêîðîñòè ýëåêòðîíà â àòîìå ê ñêîðîñòè ñâåòà èìååì v/c ∼ α = 1/137. Äëÿ
âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà ñ çàðÿäîì ÿäðà Q = Z|e| èìååì v/c ∼ Zα, è äëÿ
òÿæ¼ëûõ àòîìîâ ýòîò ïàðàìåòð ìîæåò áûòü íå ìàë, ò. å. íàäî ó÷èòûâàòü
ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè.

Ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå ñ íàèíèçøåé ýíåðãèåé (îñíîâíîå ñîñòîÿíèå), îòâå÷à-
þùåå n = 1, ò. å. ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà (−Ry) . Åñëè ÷àñòèöà
íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, òî îíà íå ìîæåò èçëó÷àòü, òàê êàê íåò ñî-
ñòîÿíèé ñ áîëåå íèçêîé ýíåðãèåé. Áîð ïîíèìàë, ÷òî åãî ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ
íàñòîÿùåé òåîðèåé.

Çàäà÷à 1.1. Ïîêàæèòå, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ýëåê-
òðîí, äâèæóùèéñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå íà ðàññòîÿíèè R, óïàë áû íà ÿäðî
çà ñ÷¼ò èçëó÷åíèÿ çà âðåìÿ t ∼ (re/c)(R/re)

3 ∼ 6 · 10−11 c.

6. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âîëíîâîãî äâèæåíèÿ (ïîêà íåâàæíî, êàêîé
ïðèðîäû). Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïëîñêóþ âîëíó ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k
è ÷àñòîòîé ω(k),

ψk(x, t) = exp[−iω(k)t+ ikx] .

Ïîñòðîèì èç òàêèõ âîëí âîëíîâîé ïàêåò

Ψ(x, t) =

∫
dk

2π
f(k)ψk(x, t) ,
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ãäå f(k) � íåêîòîðàÿ ïëàâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ìàêñèìóì ïðè k = k0,

òàê ÷òî ïðèáëèæ¼ííî èìååì ω(k) = ω(k0) + (k − k0)
∂ω(k0)

∂k0
, ãäå

k = k0 + (k − k0) è â ðåçóëüòàòå

Ψ(x, t) ≈ f(k0)ψk0(x, t)

∫
dk

2π
exp[i(k − k0)(x− v0 t)] =

= f(k0)ψk0(x, t) δ(x− v0 t) , v0 =
∂ω(k0)

∂k0
.

(1)

Çäåñü v0 � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà (v1 = ω(k0)/k0 íàçûâàåòñÿ
ôàçîâîé ñêîðîñòüþ). Âèäíî, ÷òî öåíòð ïàêåòà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0,
è èìåííî ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ ïåðåäà¼òñÿ èíôîðìàöèÿ, ïîýòîìó v0 ≤ c,
à v1 = ω(k0)/k0 ìîæåò áûòü ëþáîé.
Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà δ-ôóíêöèè, êîòîðûå íàì áóäóò íåîáõîäè-
ìû íèæå:∫

dy exp(iay) = 2π δ(a) ,

∫
dy f(y)δ(y − a) = f(a) , δ(ay) =

1

|a|
δ(y) ,

δ(f(y)) =
∑
n

1

|f ′(yn)|
δ(y − yn) , ãäå f(yn) = 0 , f ′(yn) 6= 0.

Èç ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷àñòèö, äâè-
æóùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
ε = cp. Ïîýòîìó ó êâàíòà ñâåòà (ôîòîíà) ε = ~ω, ε = cp, ω = ck, ñëå-
äîâàòåëüíî p = ~k. Â 1924 ã. äå Áðîéëü âûñêàçàë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî
ìàññèâíîé ÷àñòèöå òîæå ìîæíî ñîïîñòàâèòü âîëíó ñ ÷àñòîòîé ω = E/~ è
âîëíîâûì âåêòîðîì k = p/~. Âòîðîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî âûâåñòè èç ïåð-
âîãî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ
âîëíû. Äåéñòâèòåëüíî,

v =
∂

∂k

(
mv2

2~

)
= v

∂

∂k

(mv
~

)
,

èëè mv = p = ~k. Ñìûñë ýòîé âîëíû ñòàë ïîíÿòåí òîëüêî ïîñëå ïîÿâëå-
íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé êâàíòîâîé òåîðèè. Ïåðâûå ýêñïåðèìåíòû, ïîäòâåð-
äèâøèå âîëíîâóþ ïðèðîäó ÷àñòèö, áûëè âûïîëíåíû Ê. Äýâèññîíîì è Ë.
Äæåðìåðîì, à òàêæå íåçàâèñèìî Äæ. Ï. Òîìñîíîì â 1927 ã. Â ýòèõ ðàáîòàõ
èñïîëüçîâàëàñü äèôðàêöèÿ ýëåêòðîíîâ íà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêå. Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì ïî äèôðàêöèè
ñâåòà íà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêå.

7. Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïðè ðàññåÿíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
ñ ÷àñòîòîé ω íà ïîêîÿùåìñÿ ýëåêòðîíå ÷àñòîòà ðàññåÿííîãî ñâåòà íå ìåíÿ-
åòñÿ, ω′ = ω. Â êâàíòîâîé òåîðèè ýòî íå òàê (ýôôåêò, îòêðûòûé Àðòóðîì
Êîìïòîíîì â 1923 ã. â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ðåíòãåíîâñêèì èçëó÷åíèåì).
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Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñâÿçü ýíåðãèè ñ èìïóëüñîì îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì ε = c|p| äëÿ ÷àñòèöû ñ íóëåâîé ìàññîé, è ε =

√
p2c2 +m2c4 äëÿ

÷àñòèöû ñ íåíóëåâîé ìàññîé. Ïîýòîìó 4-õ èìïóëüñû íà÷àëüíîãî è êîíå÷-
íîãî ôîòîíîâ ðàâíû p = (~ω/c)(1,n) è p ′ = (~ω′/c)(1,n′), ãäå n è n′ �
åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà÷àëüíîãî è êî-
íå÷íîãî ôîòîíîâ. Äëÿ 4-õ èìïóëüñîâ íà÷àëüíîãî ïîêîÿùåãîñÿ ýëåêòðîíà è
êîíå÷íîãî äâèæóùåãîñÿ ýëåêòðîíà èìååì P = (mec,0) è P ′ = (E ′/c,P ′).
Ïðè ýòîì p2 = p ′2 = 0 è P 2 = P ′2 = m2

ec
2. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè-èìïóëüñà â âèäå P ′ = P +p−p ′ è âîçâåä¼ì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü
ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó A · B = A0B0 −A ·B. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

ω′ =
ω

1 +
~ω
mec2

(1− n · n′)
.

Åñëè ~ω � mec
2, òî ω − ω′ � ω. Â ïðåäåëå ~→ 0 èìååì ω′ = ω.

Çàäà÷à 1.2. Ðåëÿòèâèñòñêèé ýëåêòðîí ñ ýíåðãèåé ε � mec
2 è ôîòîí

ñ ÷àñòîòîé ω äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè
ôîòîíà íàçàä (n′ = −n) ÷àñòîòà êîíå÷íîãî ôîòîíà ðàâíà

ω′ =
4γ2ω

1 +
4γ~ω
mec2

,

ãäå γ = ε/(mec
2) � ðåëÿòèâèñòñêèé ôàêòîð ýëåêòðîíà. Ïðè ~ = 0 ïîëó÷èì

ω′ = 4γ2ω. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ýòîò ýôôåêò êëàññè÷åñêèé è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ýôôåêòà Äîïëåðà (îáúÿñíèòå), ò. å. íå èìååò îòíîøåíèå ê ýôôåêòó Êîìïòîíà.
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ÐÀÇÄÅË 2. ÂÎËÍÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ
È ÅÃÎ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Ñîãëàñíî ãèïîòåçå äå Áðîéëÿ, ñâîáîäíîé ÷àñòèöå ñ ìàññîém è ñêîðîñòüþ
v ìîæíî ñîïîñòàâèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ

Ψv(r, t) = exp

{
i

~

[
−mv

2

2
t+mv · r

]}
. (2)

Çäåñü Ψv(r, t) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà p̂ = −i~ ∂/∂r,

p̂Ψv(r, t) = mvΨv(r, t) = pΨv(r, t) ,

ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì p = mv. Ïîýòîìó îïåðàòîð p̂ íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì èìïóëüñà. Êðîìå òîãî,

i~
∂

∂t
Ψv(r, t) =

mv2

2
Ψv(r, t) =

p2

2m
Ψv(r, t) .

Ñëåäîâàòåëüíî, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äå Áðîéëÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

i~
∂

∂t
Ψv(r, t) =

p̂2

2m
Ψv(r, t) .

Îïåðàòîð p̂2/(2m) ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, â êîòî-
ðîì èìïóëüñ çàìåíèëè íà îïåðàòîð èìïóëüñà. Ïóñòü òåïåðü ÷àñòèöà äâèæåò-
ñÿ â ïîòåíöèàëå U(r) è îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ(r, t) . Øðåäèíãåð
ïîñòóëèðîâàë (1926 ã.), ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (íàçûâàåìîìó ñåãîäíÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà)

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) = Ĥ Ψ(r, t) , (3)

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(r) = −~

24
2m

+ U(r) .

Îïåðàòîð Ĥ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà. Îí ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè-
÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà çàìåíîé êëàññè÷åñêèõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ íà ñî-
îòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû.

Çàéì¼ìñÿ òåïåðü âûÿñíåíèåì ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà âîëíîâîé ôóíêöèè.
Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà íà Ψ∗(r, t),
âîçüì¼ì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå îò ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ è âû÷òåì èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

i~
∂

∂t
|Ψ(r, t)|2 = − ~2

2m
[Ψ∗(r, t)4 Ψ(r, t)−Ψ(r, t)4 Ψ∗(r, t)] =

= − ~2

2m
div [Ψ∗(r, t)∇Ψ(r, t)−Ψ(r, t)∇Ψ∗(r, t)] .

(4)
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Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

∂

∂t
ρ(r, t) + divj(r, t) = 0 ,

ρ(r, t) = |Ψ(r, t)|2 ,

j(r, t) =
~

2mi
[Ψ∗(r, t)∇Ψ(r, t)−Ψ(r, t)∇Ψ∗(r, t)] .

(5)

Èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî åñëè èíòåãðàë
∫
d3r ρ(r, t) ÿâëÿåò-

ñÿ êîíå÷íûì, òî
∂

∂t

∫
d3r ρ(r, t) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âðåìåíè! Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà
ρ(r, t) = |Ψ(r, t)|2 > 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ρ(r, t) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó â ìîìåíò âðåìåíè t â ýëåìåíòå îáú¼ìà d3r,

dW (r, t) = |Ψ(r, t)|2 d3r ,

è íîðìèðîâàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ óñëîâèåì∫
d3r |Ψ(r, t)|2 = 1 ,

êîòîðîå îòâå÷àåò òîìó, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàéòè ÷àñòèöó âî âñ¼ì îáú¼ìå ðàâíà
åäèíèöå. Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íå áûëà î÷åâèä-
íîé è âûçûâàëà æàðêèå äèñêóññèè ó ñîçäàòåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïðåä-
ñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå

Ψ(r, t) =
√
ρ(r, t) exp[iS(r, t)] ,

ãäå S(r, t) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ òîêà íàõîäèì

j(r, t) = ρ(r, t)v(r, t) , v(r, t) =
~
m
∇S(r, t). (6)

Òàêèì îáðàçîì, òîê îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ êîìïëåêñíîé âîëíîâîé ôóíê-
öèè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âîëíû äå Áðîéëÿ v(r, t) ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ÷à-
ñòèöû p/m.

2.1. Ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

1. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (3) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, ïîýòîìó ñóììà ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

2. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìå-
íè. Ïîýòîìó çíàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè t0 îïðå-
äåëÿåò å¼ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè.
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3. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âî âñåõ òî÷êàõ.

4. Åñëè ïîòåíöèàë U(r) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî ãðàäèåíò âîëíîâîé ôóíê-
öèè òîæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì âî âñåõ òî÷êàõ. Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ
èíòåãðèðîâàíèåì ïî x ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïî
áåñêîíå÷íî ìàëîìó èíòåðâàëó âîêðóã ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Φ(p, t) âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ(r, t):

Φ(p, t) =

∫
d3rΨ(r, t) exp(−ip · r/~) .

Èç ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî∫
d3p

(2π ~)3
|Φ(p, t)|2 =

∫
d3r |Ψ(r, t)|2 = 1 . (7)

Äåéñòâèòåëüíî,∫
d3p

(2π ~)3
|Φ(p, t)|2 =

∫
d3p

(2π ~)3

∫
d3rΨ∗(r, t)

∫
d3r′Ψ(r′, t)×

× exp[ip · (r − r′)/~] =

∫
d3rΨ∗(r, t)

∫
d3r′Ψ(r′, t) δ(r − r′) =

=

∫
d3r |Ψ(r, t)|2 = 1 .

(8)

Ïîýòîìó |Φ(p, t)|2 ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó ñ
èìïóëüñîì p â èíòåðâàëå èìïóëüñîâ d3p/(2π~)3:

dW (p, t) = |Φ(p, t)|2 d3p

(2π~)3
.

Êàê ìû óâèäèì ïîçæå, íåëüçÿ îäíîâðåìåííî òî÷íî èçìåðèòü è êîîðäèíàòó
÷àñòèöû, è å¼ èìïóëüñ. Ôóíêöèþ Ψ(r, t) íàçûâàþò âîëíîâîé ôóíêöèåé â êî-
îðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, à ôóíêöèþ Φ(p, t) íàçûâàþò âîëíîâîé ôóíêöèåé
â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îáå ôóíêöèè ñîäåðæàò îäè-
íàêîâóþ èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ÷àñòèöû.

Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè ðàçëè÷íûå ñðåäíèå, íà-
ïðèìåð

〈f(r)〉 =

∫
d3r f(r) |Ψ(r, t)|2 , 〈g(p)〉 =

∫
d3p

(2π~)3
g(p) |Φ(p, t)|2 ,

ãäå f(r) è g(p) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó Φ(p, t) è
Ψ(r, t), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

〈f(r)〉 =

∫
d3p

(2π~)3
Φ∗(p, t)f(i~∇p)Φ(p, t) ,

〈g(p)〉 =

∫
d3rΨ∗(r, t)g(−i~∇r) Ψ(r, t) ,

(9)
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ãäå ôóíêöèè îò îïåðàòîðîâ ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà:

f(y) =
∑
n

an y
n ⇒ f(Â) =

∑
n

an Â
n .

Íàïðèìåð:

〈p〉 =

∫
d3p

(2π~)3
Φ∗(p, t)pΦ(p, t) =

=

∫
d3rΨ∗(r, t)

∫
d3r′Ψ(r′, t)

∫
d3p

(2π~)3
p exp[ip · (r − r′)/~] =

=

∫
d3rΨ∗(r, t)

∫
d3r′Ψ(r′, t) i~∇r′δ(r

′ − r) =

=

∫
d3rΨ∗(r, t) (−i~∇r)Ψ(r, t) .

(10)

Èç ôîðìóëû (9) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî i~∇p ÿâëÿåòñÿ îïåðàòî-
ðîì êîîðäèíàòû â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, à −i~∇r ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
èìïóëüñà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ââåä¼ì îïðåäåëåíèå ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà 〈2|Â|1〉 (äèðàêîâñêîå îáîçíà-
÷åíèå) îïåðàòîðà Â ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè Ψ2(r, t) è Ψ1(r, t) :

〈2|Â|1〉 ≡
∫
d3rΨ∗2(r, t)ÂΨ1(r, t) =

∫
d3p

(2π~)3
Φ∗2(p, t) ÂΦ1(p, t) .

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííîå âûøå ñðåäíåå çíà÷åíèå êàêîé-òî âåëè÷èíû � ýòî
äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà. Èíòåãðàë∫

d3rΨ∗2(r, t)Ψ1(r, t)

íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé Ψ2(r, t) è Ψ1(r, t). Åñëè ýòî
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè Ψ2(r, t) è Ψ1(r, t) îðòî-
ãîíàëüíû.

2.2. Ýâðèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ñîîòíîøåíèþ

íåîïðåäåë¼ííîñòåé

Ðàññìîòðèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ âèäà Ψ(r, t) = f(r −X) exp(iP · r/~) ,
ãäå f(r) � ïëàâíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè,
èìåþùàÿ ïèê â òî÷êå r = 0 è øèðèíó ýòîãî ïèêà δx ∼ a, íàïðèìåð, âûáåðåì
f(r) = exp[−r2/a2]. Òîãäà èç ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ Φ(p, t) èìååò âèä

Φ(p, t) =

∫
d3r f(r −X) exp[i(P − p) · r/~] = exp[i(P − p) ·X/~]×

×
∫
d3r f(r) exp[i(P − p) · r/~] = exp[i(P − p) ·X/~]g(p) ,

(11)
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g(p) � ïëàâíàÿ ôóíêöèÿ, óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, èìåþùàÿ ïèê â òî÷êå
p = P è øèðèíó ýòîãî ïèêà δp ∼ ~/a. Â íàøåì ïðèìåðå ôóíêöèÿ g(p) èìååò
âèä g(p) = (πa2)3/2 exp[−(P − p)2a2/(4~2)], ïîýòîìó

δx δp ∼ ~.

Ýòî òàê íàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
íåëüçÿ îäíîâðåìåííî òî÷íî èçìåðèòü è êîîðäèíàòó ÷àñòèöû, è å¼ èìïóëüñ.
Òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé ìû îáñóäèì ïîçæå, à
ïîêà ïîêàæåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ îöåíêè ýíåðãèè
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ðàçìåðà âîëíîâîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå U(r) = −Ze2/r. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî Ψ(r) � ïëàâíàÿ êîëîêîëîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàêñèìóìîì â
íóëå è ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì L. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííî-
ñòåé ñëåäóåò, ÷òî 〈p2〉 ∼ (δ p)2 ∼ ~2/L2, ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áóäåò
ïîðÿäêà T ∼ ~2/(2meL

2), ñðåäíÿÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U ∼ −Ze2/L, è
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

E(L) ∼ ~2

2meL2
− Ze2

L
.

Ìèíèìóì E(L) äîñòèãàåòñÿ ïðè L = L∗ = ~2/(meZe
2) = aB/Z, ïðè÷¼ì

E(L∗) = −meZ
2e4/(2~2) = −Z2 Ry. Êîíå÷íî, òàêàÿ îöåíêà íå ìîæåò ïðå-

òåíäîâàòü íà ïðàâèëüíûé êîýôôèöèåíò, íî îíà äà¼ò ïðàâèëüíûé ìàñøòàá
âîëíîâîé ôóíêöèè è ýíåðãèè ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí âàæíûé ïðèìåð îäíîìåðíîé çàäà÷è, â êîòîðîé ÷à-
ñòèöà ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, ò. å. â ïîòåíöè-
àëå ïðèòÿæåíèÿ ñ õàðàêòåðíîé ãëóáèíîé U0 è øèðèíîé a. Åñëè ìû ñîñðå-
äîòî÷èì âîëíîâóþ ôóíêöèþ âíóòðè ÿìû, òî T ∼ ~2/(2ma2), U ∼ −U0 è
E ∼ ~2/(2ma2)−U0. Åñëè ~2/(ma2)� U0 (òàêàÿ ÿìà íàçûâàåòñÿ ìåëêîé), òî
E > 0 è ÷àñòèöà íå ìîæåò ñîâåðøàòü ôèíèòíîå äâèæåíèå. Êàê ìû óâèäèì,
â ìåëêîé ÿìå õàðàêòåðíûé ðàçìåð âîëíîâîé ôóíêöèè L � a. Òîãäà âåðîÿò-
íîñòü íàéòè ÷àñòèöó â ÿìå ðàâíà W ∼ aψ2(0) ∼ a/L, ïîñêîëüêó ψ2(0)L ∼ 1.
Â ðåçóëüòàòå

E(L) ∼ ~2

2mL2
− U0

a

L
.

Ìèíèìóì E(L) äîñòèãàåòñÿ ïðè

L0 =
~2

ma2U0
a � a , E(L0) = −m (aU0)

2

2~2
= −ma

2U0

2~2
U0, |E(L0)| � U0 .

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê óäèâèòåëüíîìó ðåçóëüòàòó: â ñëó÷àå ìåëêîé
ÿìû ÷àñòèöà, ñîâåðøàþùàÿ ôèíèòíîå äâèæåíèå, îñíîâíîå âðåìÿ ïðîâîäèò
âíå ÿìû � ýòî ÷èñòî êâàíòîâûé ýôôåêò! Çàìåòèì, ÷òî è L0, è E(L0) çà-
âèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ G = aU0. Ïîýòîìó
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ìåëêóþ ÿìó â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî çàìåíèòü íà U(x) = −Gδ(x), ãäå
G = −

∫
U(x)dx.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè ñ íàèíèçøåé ýíåð-
ãèåé â ãëóáîêîé ÿìå, ~2/(ma2)� U0, ëîêàëèçîâàíà âíóòðè ÿìû, L ∼ a.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîáîäíîå îäíîìåðíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû, U(x) = 0.
Ïóñòü ïðè t = 0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìåëà âèä Ψ(x, 0) = f(x) exp(iPx/~),
ãäå f(x) � ïëàâíàÿ âåùåñòâåííàÿ êîëîêîëîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàêñèìóìîì
â íóëå è ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì a. Òîãäà Φ(p, 0) áóäåò ïëàâíîé êîëîêîëî-
îáðàçíîé ôóíêöèåé ñ ìàêñèìóìîì â òî÷êå P è ñ øèðèíîé ~/a. Èñïîëüçóÿ
ëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, íàõîäèì, ÷òî

Ψ(x, t) =

∫
dp

2π~
Φ(p, 0) exp

[
i

~

(
px− p2

2m
t

)]
.

Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê áóäåò ñåáÿ âåñòè |Ψ(x, t)| ñî âðåìåíåì. Ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî |Ψ(x, t)| áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êîëîêîëîîáðàçíóþ ôóíêöèþ ñ
ìàêñèìóìîì â òî÷êå x = vt = Pt/m è ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì, êîòîðûé áó-
äåò ðàñòè ñî âðåìåíåì. Âðåìÿ ðàñïëûâàíèÿ ïàêåòà (âðåìÿ, çà êîòîðîå øèðèíà
ïàêåòà óâåëè÷èòñÿ âäâîå) áóäåò τ ∼ ma2/~, îíî íå çàâèñèò îò P . Äåéñòâè-
òåëüíî, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé, ðàçáðîñ ñêîðîñòåé â
ïàêåòå áóäåò δv ∼ δp/m ∼ ~/(ma). Âðåìÿ ðàñïëûâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-
âèåì δv τ ∼ a, èëè τ ∼ ma2/~. Â ïðåäåëå ~ → 0, êàê è äîëæíî áûòü, âðåìÿ
ðàñïëûâàíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
m ∼ 1 ã è a ∼ 1 ñì èìååì τ ∼ 1027 c!

Çàäà÷à 2.1 Ïóñòü U(x) = 0 è Ψ(x, 0) = A exp[−x2/(2a2)], ãäå
A2 = 1/(

√
π a). Ïîêàçàòü, ÷òî

|Ψ(x, t)|2 = (A2/
√
D) exp[−x2/(a2D)] , D = 1 + (t/τ)2 ,

ãäå τ = ma2/~ .
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ÐÀÇÄÅË 3. ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ Â ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅ

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ãîâîðÿò, ÷òî ÷àñòèöà ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ íà-
õîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåë¼ííûì çíà÷åíèåì a íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âå-
ëè÷èíû (ò. å. òîé, êîòîðóþ ìîæíî èçìåðèòü â ýêñïåðèìåíòå), åñëè âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà Â ñ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì a: ÂΨ = aΨ. Íàïðèìåð, âîëíà äå Áðîéëÿ (2) ñîîò-
âåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ñ îïðåäåë¼ííûì èìïóëüñîì. Åñëè îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà
Ĥ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî ñîñòîÿíèå ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé E ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà:

Ĥ Ψ = EΨ .

Îïåðàòîð Â+ íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâî-ñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòîðó Â, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ Ψ1(r, t) è Ψ2(r, t) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫

d3rΨ∗2(r, t)[ÂΨ1(r, t)] =

∫
d3r [Â+ Ψ2(r, t)]

∗Ψ1(r, t) . (12)

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî (ÂB̂)+ = B̂+Â+. Åñëè Â+ = Â, òî îïåðàòîð Â
íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì, èëè ñàìîñîïðÿæ¼ííûì. Äåòàëè îïðåäåëåíèÿ ýðìèòî-
âûõ è ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ ñì. [10] (çàäà÷à 1.29) è [13] (� 1.4).

Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåí-
íûìè âåëè÷èíàìè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ Ψ1 = Ψ2 = Ψ è ÂΨ = aΨ èç óðàâíå-
íèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî a∗ = a. Òàêèì îáðàçîì, ôèçè÷åñêèì (èçìåðèìûì) âåëè-
÷èíàì ñîîòâåòñòâóþò ýðìèòîâû îïåðàòîðû. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âûðà-
æåíèå ¾ëþáûå ôóíêöèè¿ îçíà÷àåò ëþáûå èç îïðåäåë¼ííîãî êëàññà ôóíêöèé.
Êàê ïðàâèëî, òàêèì êëàññîì ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ñ êîíå÷íîé íîðìèðîâêîé (ñ
êîíå÷íûì èíòåãðàëîì

∫
d3r |Ψ(r, t)|2). Âîëíà äå Áðîéëÿ ê ýòîìó êëàññó íå

ïðèíàäëåæèò, ïîñêîëüêó äëÿ íå¼ |Ψ(r, t)| = 1. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî îïå-
ðàòîð èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì íà êëàññå ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ èíòå-
ãðàë

∫
d3r|Ψ(r, t)|2 êîíå÷åí. Èìååì∫
d3rΨ∗2(r, t)(−i~∇r) Ψ1(r, t) =

∫
d3r[i~∇rΨ

∗
2(r, t)] Ψ1(r, t) =

=

∫
d3r[−i~∇rΨ2(r, t)]

∗Ψ1(r, t) ,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì è âûêèíóëè âíåèíòå-
ãðàëüíûå ÷ëåíû, ñ÷èòàÿ ôóíêöèè óáûâàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàæåì îðòîãîíàëüíîñòü âîëíîâûõ ôóíêöèé Ψ1 è Ψ2, ÿâëÿþùèõñÿ ñîá-
ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ýðìèòîâà îïåðàòîðà Â ñ ðàçíûìè ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè. Ïóñòü ÂΨ1 = a1Ψ1 è ÂΨ2 = a2Ψ2 è a1 6= a2. Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî

a1

∫
d3rΨ∗2(r, t) Ψ1(r, t) = a2

∫
d3rΨ∗2(r, t) Ψ1(r, t) . (13)
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Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî a1 6= a2, ïîëó÷àåì∫
d3rΨ∗2(r, t) Ψ1(r, t) = 0 .

3.1. Êîììóòàòîðû îïåðàòîðîâ, òåîðåìà î âèðèàëå,

ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû

Îïðåäåëåíèå: êîììóòàòîðîì äâóõ îïåðàòîðîâ Â è B̂ íàçûâàåòñÿ âûðà-
æåíèå ÂB̂ − B̂Â ≡ [Â, B̂]. Êîììóòàòîð ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì îáúåêòîì â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ïðîñòûì èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ êîììóòàòîðà è
ñâîéñòâà (ÂB̂)+ = B̂+Â+, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

[Â, B̂] = −[B̂, Â] , [Â, B̂]+ = −[Â+, B̂+] ,

[Â, B̂ + Ĉ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ] ,

[Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ] ,

[Â, B̂ĈD̂] = [Â, B̂]ĈD̂ + B̂[Â, Ĉ]D̂ + B̂Ĉ[Â, D̂] .

(14)

Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå òîæäåñòâî (ßêîáè):

[Â, [B̂, Ĉ]]+[B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0 .

Âû÷èñëèì òåïåðü íåñêîëüêî ïîëåçíûõ êîììóòàòîðîâ. Íà÷í¼ì ñ êîììóòàòî-
ðà [p̂, x̂]. Ïîäåéñòâóåì ýòèì êîììóòàòîðîì íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ψ(x),
èìååì

[p̂, x̂]ψ(x) = −i~ ∂
∂x

(
xψ(x)

)
− x
(
− i~ ∂

∂x
ψ(x)

)
= −i~ψ(x) .

Ïîñêîëüêó ψ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî

[p̂, x̂] = −i~ . (15)

(Èìåííî ýòà ôîðìóëà íàïèñàíà íà ìîãèëå Ìàêñà Áîðíà â Ã¼òòèíãåíå). Äëÿ
òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ èìååì

[p̂a, x̂b] = −i~ δab a, b = 1, 2, 3 . (16)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ôîðìóëû

[p̂, f(x̂)] = −i~f ′(x̂) , [x̂, f(p̂)] = i~f ′(p̂) .

Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ Ψ ýðìèòîâà îïåðàòîðà Â, ÂΨ = aΨ. Òî-
ãäà ñïðàâåäëèâî âàæíîå óòâåðæäåíèå

〈Ψ|[Â, B̂]|Ψ〉 ≡
∫
d3rΨ∗(r) [Â, B̂] Ψ(r) = 0 , (17)
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ãäå B̂ � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð. Ïîïðîáóåì òåïåðü âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé
ôîðìóëîé äëÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, âûáðàâ â êà÷åñòâå Â � îïåðàòîð Ãà-
ìèëüòîíà Ĥ = p̂2/(2m), à â êà÷åñòâå B̂ � îïåðàòîð r. Ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
ãàìèëüòîíèàíà áóäåò âîëíà äå Áðîéëÿ. Òàê êàê[

p̂2

2m
, r

]
= −

[
r,
p̂2

2m

]
= −i~ p̂

m
,

òî, ñëåäóÿ äîêàçàííîé òåîðåìå, ìû äîëæíû çàêëþ÷èòü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå
îïåðàòîðà èìïóëüñà ïî ñîñòîÿíèþ ñ îïðåäåë¼ííûì èìïóëüñîì (âîëíà äå Áðîé-
ëÿ) ðàâíî íóëþ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àáñóðäîì! Îáúÿñíåíèå ¾ïàðàäîêñà¿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî âîëíà äå Áðîéëÿ íå ÿâëÿåòñÿ íîðìèðóåìîé ôóíêöèåé è, ñëåäîâàòåëü-
íî, íà òàêèõ ôóíêöèÿõ îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì. Îäíà-
êî, åñëè ìû ðàññìîòðèì ëîêàëèçîâàííûå (ò. å. èìåþùèå êîíå÷íûé èíòåãðàë∫
d3r |Ψ(r)|2) ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ = p̂2/(2m) + U(r),

òî äåéñòâèòåëüíî, ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà p̂ ïî òàêèì ñîñòîÿíèÿì áóäåò
ðàâíî íóëþ.

Çàäà÷à 3.2. Ïîêàçàòü, ÷òî 〈Ψp, R|p̂|Ψp, R〉 = p â ïðåäåëå λ → 0, ãäå

Ψp, R =
√
λ3/π exp(ip · r/~ − λr) � ðåãóëÿðèçîâàííàÿ âîëíà äå Áðîéëÿ. Èñ-

ïîëüçóÿ ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ïîêàçàòü, ÷òî â ïðå-
äåëå λ→ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî〈

Ψp, R

∣∣∣ i~
[
p̂2

2m
, r

] ∣∣∣Ψp, R

〉
=
p

m
.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âàæíîñòü òåîðåìû (17) íà ïðèìåðå äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû î âèðèàëå. Â êà÷åñòâå Â âûáåðåì ãàìèëüòîíèàí Ĥ = p̂2/(2m)+U(r),

â êà÷åñòâå B̂ � îïåðàòîð r · p̂ è ĤΨ = EΨ, ãäå Ψ � ñîñòîÿíèå ñ êîíå÷íîé
íîðìèðîâêîé, îòâå÷àþùåå ôèíèòíîìó äâèæåíèþ.

Òîãäà〈
Ψ
∣∣∣ [r · p̂ , p̂2

2m
+ U(r)

] ∣∣∣Ψ〉 =
〈

Ψ
∣∣∣i~(p̂2

m
− r ·∇U(r)

) ∣∣∣Ψ〉 = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê òåîðåìå î âèðèàëå:〈
Ψ
∣∣∣p̂2

m

∣∣∣Ψ〉 =
〈

Ψ
∣∣∣r ·∇U(r)

∣∣∣Ψ〉 .
Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îñöèëëÿòîðíîãî ïîòåíöèàëà U(r) = mω2r2/2
ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè 〈T 〉 ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè 〈U〉 è ðàâíî E/2, à äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà âçàèìî-
äåéñòâèÿ U(r) = −e2/r èìååì 〈T 〉 = −E è 〈U〉 = 2E.

Ðàññìîòðèì ýðìèòîâ îïåðàòîð Â, îòâå÷àþùèé íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé
(ò. å. èçìåðèìîé) âåëè÷èíå ñ íàáîðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {an}, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íîðìèðîâàííûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì {ψn}. Åñëè ÷àñòèöó, îïè-
ñûâàåìóþ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ, ìîæíî îáíàðóæèòü â ñîñòîÿíèè ñ îäíèì èç
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çíà÷åíèé an, òî Ψ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ

Ψ =
∑
n

cnψn . (18)

Åñëè ψn è ψk îòâå÷àþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì an 6= ak, òî ψn è ψk îðòîãî-
íàëüíû. Åñëè îäíîìó çíà÷åíèþ an îòâå÷àþò äâå (è áîëåå) ðàçíûå ôóíêöèè ψn
è ψk (íàëè÷èå âûðîæäåíèÿ), òî ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
ψn è ψk, ÷òîáû îíè áûëè îðòîãîíàëüíû. Íèæå áóäåì ñ÷èòàòü ñîâîêóïíîñòü
{ψn} îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû cn â ðàçëîæåíèè (18)
ðàâíû

cn =

∫
d3r ψ∗n(r)Ψ(r) , (19)

ò. å. cn ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîåêöèåé Ψ íà ψn. Èñïîëüçóÿ íîðìèðîâêó Ψ è îðòî-
ãîíàëüíîñòü {ψn}, ïîëó÷àåì ∑

n

|cn|2 = 1 .

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò cn íàçûâàþò àìïëèòóäîé âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó,
îïèñûâàåìóþ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ, â ñîñòîÿíèè ψn, à |cn|2 ÿâëÿåòñÿ âåðîÿò-
íîñòüþ íàéòè ÷àñòèöó, îïèñûâàåìóþ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ, â ñîñòîÿíèè ψn.
Îáîáùàÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî C = 〈Ψ2|Ψ1〉 ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäîé âåðîÿòíîñòè
íàéòè ÷àñòèöó, îïèñûâàåìóþ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ1, â ñîñòîÿíèè Ψ2, à |C|2
ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ íàéòè ÷àñòèöó, îïèñûâàåìóþ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ1,
â ñîñòîÿíèè Ψ2. Òàê êàê 〈Ψ1|Ψ2〉 = C∗, òî âåðîÿòíîñòü íàéòè ÷àñòèöó, îïè-
ñûâàåìóþ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ1, â ñîñòîÿíèè Ψ2 ðàâíà âåðîÿòíîñòè íàéòè
÷àñòèöó, îïèñûâàåìóþ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ2, â ñîñòîÿíèè Ψ1.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (19) â (18), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Ψ(r) =

∫
d3r′

[∑
n

ψn(r)ψ∗n(r
′)

]
Ψ(r′) ,

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîé ôóíêöèè Ψ. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû:∑

n

ψn(r)ψ∗n(r
′) = δ(r − r′) . (20)

Åñëè ñîïîñòàâèòü ôóíêöèè ψ îáîçíà÷åíèå |ψ〉, à ôóíêöèè ψ∗ îáîçíà÷åíèå 〈ψ|,
òî óðàâíåíèå (20) ìîæíî ñèìâîëè÷åñêè çàïèñàòü â âèäå∑

n

|ψn〉〈ψn| = 1 .
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Ñäåëàåì çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî äèðàêîâñêîãî îáîçíà÷åíèÿ |Ψ〉. Ýòî îáî-
çíà÷åíèå àíàëîãè÷íî îáîçíà÷åíèþ âåêòîðà â àëãåáðå. Îíî ïîä÷¼ðêèâàåò òîò
ôàêò, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû Ψ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà åãî îïèñàíèÿ (òî÷êà
íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò, à êîîðäèíàòû òî÷êè çàâèñÿò). Ìû ìîæåì
îïèñûâàòü ñèñòåìó â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè (òîãäà Ψ(r) = 〈r |Ψ〉),
èëè â èìïóëüñíîì (òîãäà Φ(p) = 〈p |Ψ〉). Ïðè ýòîì 〈r |p〉 = exp(ip · r/~) è
〈p |r〉 = exp(−ip · r/~). Îáîçíà÷åíèå 〈Ψ1 |Ψ2〉 ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîìó ïðî-
èçâåäåíèþ ñîñòîÿíèé Ψ2 è Ψ1, è ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå çàâèñèò îò
ñïîñîáà îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèé. Çàìåòèì, ÷òî 〈Ψ1 |Ψ2〉 = 〈Ψ2 |Ψ1〉∗. Ñîñòîÿíèÿ
ñ îïðåäåë¼ííûìè èìïóëüñàìè p, p′ è ñ îïðåäåë¼ííûìè êîîðäèíàòàìè r, r′

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

〈p |p′〉 =

∫
d3r〈p |r〉〈r |p′〉 =

∫
d3r exp(−ip · r/~) exp(ip′ · r/~) =

= (2π~)3δ(p− p′),
〈r |r′〉 = δ(r − r′).

(21)

Çàäà÷à 3.3. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö ρ̂X è
îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè òîêà ĵX , äëÿ êîòîðûõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî âîëíîâîé
ôóíêöèè Ψ(r, t) ðàâíû ïëîòíîñòè ρ(X, t) è j(X, t), ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû

ρ̂X = δ(r −X) , ĵX =
p̂

2m
δ(r −X) + δ(r −X)

p̂

2m
.

3.2. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé

Ïåðåéä¼ì ê ñòðîãîé ôîðìóëèðîâêå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé. Ñ
ó÷¼òîì òîãî, ÷òî (Â+)+ = Â,

〈Ψ|Â+ Â|Ψ〉 =

∫
d3r(ÂΨ)∗ (ÂΨ) =

∫
d3r|ÂΨ|2 ≥ 0 . (22)

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà ÂΨ = 0. Ðàññìîòðèì äâà ýðìèòîâà îïå-
ðàòîðà Â è B̂ è îïåðàòîð Â = Â + iλB̂, ãäå λ � íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî. Îáîçíà÷èì [Â, B̂] = iĈ. Ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ êîììóòàòîðîâ, Ĉ ÿâëÿåòñÿ

ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì, Ĉ+ = Ĉ. Òîãäà

Â+ Â = Â2 + λ2B̂2 − λ Ĉ .

Èç (22) íàõîäèì,

〈Â2〉+ λ2〈B̂2〉 − λ 〈Ĉ〉 ≥ 0 , (23)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ êîíå÷íîñòü ñðåäíèõ çíà÷åíèé âñåõ îïåðàòîðîâ.
Ìèíèìóì ïî λ ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè λ = 〈Ĉ〉/(2〈B̂2〉) . Â ðåçóëü-

òàòå íåðàâåíñòâî èìååò âèä

〈Â2〉 〈B̂2〉 ≥ 〈Ĉ〉
2

4
. (24)
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Ýòî æå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè îïåðàòîðû Â è B̂ çàìåíèòü íà Â−〈Â〉
è B̂ − 〈B̂〉. Âåëè÷èíà

√
〈(Â− 〈Â〉)2〉 íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé è îáîçíà÷àåò-

ñÿ ∆A. Äèñïåðñèþ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü êàê ∆A =

√
〈Â2〉 − 〈Â〉2. Çíà÷å-

íèå ∆A ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû A â ñîñòîÿíèè Ψ.
Îêîí÷àòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ (24) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé

∆A∆B ≥ 1

2
|〈Ĉ〉| . (25)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè |〈Ĉ〉| 6= 0, òî íåâîçìîæíî îäíîâðå-
ìåííî èçìåðèòü ñ áåñêîíå÷íîé òî÷íîñòüþ ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå îïåðàòîðàì Â è B̂. Ñ ó÷¼òîì êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
îïåðàòîðàìè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå íåîïðå-
äåë¼ííîñòåé èìååò âèä

∆x∆p ≥ ~
2
. (26)

Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, êàêîé âèä äîëæíà èìåòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ÷òîáû ìè-
íèìèçèðîâàòü ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà
(÷òîáû íåðàâåíñòâî ñòàëî ðàâåíñòâîì). Óðàâíåíèå ÂΨ = 0, ãäå

A = x̂− 〈x〉+ i
~

2(∆p)2
(p̂− 〈p〉) ,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

∂

∂x
Ψ =

[
i
〈p〉
~
− 2(∆p)2

~2
(x− 〈x〉)

]
Ψ .

Ðåøàÿ ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ãàóññîâ-
ñêèé ïàêåò

Ψ(x) = N exp

[
i
〈p〉x
~
− (∆p)2

~2
(x− 〈x〉)2

]
,

ãäå N � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò.

3.3. Îäíîâðåìåííàÿ èçìåðèìîñòü âåëè÷èí

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ψ åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ýðìèòîâà îïåðàòîðà B̂
ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì b, è â ñïåêòðå îïåðàòîðà B̂ íåò âûðîæäåíèÿ. Ïóñòü
[Â, B̂] = 0. Ïîêàæåì, ÷òî Ψ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà Â. Äëÿ

ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà B̂Ψ = bΨ íà Â è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî
Â B̂ = B̂ Â. Ïîëó÷àåì, ÷òî B̂ (ÂΨ) = b (ÂΨ). Èç îòñóòñòâèÿ âûðîæäåíèÿ â

ñïåêòðå îïåðàòîðà B̂ ñëåäóåò, ÷òî ÂΨ = aΨ. Òàêèì îáðàçîì, Ψ ÿâëÿåòñÿ îäíî-
âðåìåííî ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé Â è B̂, ò. å. îáå ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå
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âåëè÷èíû ìîæíî îäíîâðåìåííî èçìåðèòü. Åñëè â ñïåêòðå îïåðàòîðà B̂ åñòü
âûðîæäåíèå, òî ìîæíî âûáðàòü òàêèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âûðîæäåííûõ
ôóíêöèé îïåðàòîðà B̂, ÷òî îíè áóäóò ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Â.
Åñëè [Â, B̂] = iĈ 6= 0, òî Ψ ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé

Â è B̂, òîëüêî åñëè ĈΨ = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ÂB̂Ψ = abΨ è B̂ÂΨ = abΨ.
Âû÷èòàÿ èç îäíîãî ðàâåíñòâà äðóãîå, ïîëó÷àåì ĈΨ = 0, ÷òî, êàê ïðàâèëî, íå
âûïîëíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ îïåðàòîðîâ x̂ è p̂ èìååì Ĉ = ~.
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ÐÀÇÄÅË 4. ÑÎÑÒÎßÍÈß Ñ ÎÏÐÅÄÅË�ÍÍÎÉ ÝÍÅÐÃÈÅÉ

Ïóñòü îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà Ĥ íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Òîãäà ñîñòîÿíèÿ ñ
îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ĥ Ψ = EΨ. Â ðåçóëüòàòå
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) = EΨ(r, t) ,

îòâå÷àþùåå ñîñòîÿíèþ ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé E, èìååò ðåøåíèå

Ψ(r, t) = exp(−iEt/~)ψ(r) .

Ïóñòü ïðè t = 0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ(r, 0) ðàâíà φ(r). Êàê óæå ãîâîðèëîñü,

ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {ψn(r)} ãàìèëüòîíèàíà Ĥ ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ýíåðãèÿìè {En} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì, ò. å.

φ(r) =
∑
n

cnψn(r) , cn = 〈ψn|φ〉 =

∫
d3r ψ∗n(r)φ(r) .

Òîãäà èç ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñëåäóåò, ÷òî

Ψ(r, t) =
∑
n

exp(−iEn t/~) cnψn(r) .

Ýòà ôîðìóëà ðåøàåò çàäà÷ó î íàõîæäåíèè çàâèñèìîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè îò
âðåìåíè è êîîðäèíàòû ïðè èçâåñòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè.

4.1. Ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

− ~2

2m
ψ′′(x) + U(x)ψ(x) = Eψ(x) , (27)

ãäå ψ′(x) ≡ d
d xψ(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ, ψ1(x) è

ψ2(x), ñ îäíîé è òîé æå ýíåðãèåé E. Çàïèñàâ óðàâíåíèå (27) äëÿ ψ1(x) è
ψ2(x), óìíîæèâ ïåðâîå ñëåâà íà ψ2(x), à âòîðîå íà ψ1(x) è âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ψ2(x)ψ′′1(x)− ψ1(x)ψ′′2(x) = 0 ,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d

d x
[ψ2(x)ψ′1(x)− ψ1(x)ψ′2(x)] = 0 .
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Òàêèì îáðàçîì,
ψ2(x)ψ′1(x)− ψ1(x)ψ′2(x) = const . (28)

Íàçîâ¼ì ëîêàëèçîâàííûìè òàêèå ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ |ψ(x)| → 0 ïðè
|x| → ∞. Äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé const = 0 â óðàâíåíèè (28), òàê ÷òî

ψ′1(x)

ψ1(x)
=
ψ′2(x)

ψ2(x)
⇒ ψ1(x) = λψ2(x) .

Ñ ó÷¼òîì íîðìèðîâêè èìååì |λ| = 1. Ïîñòîÿííàÿ ôàçà íå âëèÿåò íà íàáëþäà-
åìûå âåëè÷èíû, òàê ÷òî äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
âûðîæäåíèÿ íåò.

Âîçüì¼ì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå îò îáåèõ ñòîðîí óðàâíåíèÿ Øðåäèí-
ãåðà (27). Ìû âèäèì, ÷òî åñëè ψ(x) � ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà, òî ψ∗(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ
òîé æå ýíåðãèåé. Ïîñêîëüêó äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ íåò, òî ψ(x) è ψ∗(x) ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî ïîñòîÿí-
íîé ôàçîé, êîòîðóþ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ðàâíîé íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå âîëíîâûå ôóíêöèè ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ
âåùåñòâåííûìè âåëè÷èíàìè.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ñëó÷àé îäíîìåðíîãî ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà,
U(−x) = U(x). Ñäåëàâ â ñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà (27) çàìå-
íó x → −x, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ψ(x) � ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà, òî ψ(−x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ
òîé æå ýíåðãèåé. Ïîñêîëüêó äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ íåò, òî ψ(−x) = ±ψ(x), ò. å. âñå ðåøåíèÿ áóäóò èëè ñèì-
ìåòðè÷íûìè, èëè àíòèñèììåòðè÷íûìè.

4.2. Îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìà

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñâîéñòâ ñîñòîÿíèé ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå âàæíóþ ðîëü èãðàåò òàê íàçûâàåìàÿ îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìà,
êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Áóäåì íóìåðîâàòü âîëíîâûå
ôóíêöèè ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé èíäåêñîì n â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ ýíåð-
ãèè, íà÷èíàÿ ñ n = 0. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàë U(x) íå îáðàùàåò-
ñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè ëþáîì êîíå÷íîì x. Òîãäà ôóíêöèÿ ψn(x) áóäåò èìåòü
ðîâíî n íóëåé (êðîìå íóëåé íà ±∞), à âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ0(x) îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ íóëåé èìåòü íå áóäåò. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ìåæäó äâó-
ìÿ ñîñåäíèìè íóëÿìè âîëíîâîé ôóíêöèè ψn(x) íàõîäèòñÿ ðîâíî îäèí íîëü
âîëíîâîé ôóíêöèè ψn+1(x). Èç îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà U(x) = U(−x) ñèììåòðè÷íûå âîëíîâûå ôóíê-
öèè áóäóò èìåòü ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íóëåé, à àíòèñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè �
íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íóëåé. Óðîâíè ýíåðãèè, îòâå÷àþùèå ñèììåòðè÷íûì è
àíòèñèììåòðè÷íûì ðåøåíèÿì, â ñïåêòðå ÷åðåäóþòñÿ.
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4.3. Äèñêðåòíûé ñïåêòð ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé

Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (27) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå ïðè ïðîèçâîëüíîé ýíåðãèè E èìååò äâà
ðåøåíèÿ, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñòóò ïðè x → +∞ èëè x → −∞ (èëè
ïðè x→ ±∞). Òîëüêî ïðè îïðåäåë¼ííûõ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ E âîëíîâûå
ôóíêöèè óáûâàþò ïðè |x| → ∞. Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíûé ñïåêòð îïðåäå-
ëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì óáûâàíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðàçáåð¼ì
íåñêîëüêî âàæíûõ ïðèìåðîâ.

1. Áåñêîíå÷íî ãëóáîêàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà
Áóäåì îòñ÷èòûâàòü ýíåðãèþ îò äíà ÿìû (E > 0), ò. å. ñ÷èòàòü, ÷òî
U(x) = 0 ïðè |x| < a/2 è U(±a/2) = +∞. Òàê êàê âíå áåñêîíå÷íî ãëóáî-
êîé ÿìû ÷àñòèöà íå ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà, òî ψ(x) = 0 ïðè |x| ≥ a/2.
Ïîýòîìó, èç íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî ψ(±a/2) = 0.
Â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä

− ~2

2m
ψ′′ = Eψ ,

ðåøåíèå êîòîðîãî èëè ψs = N cos(kx) (ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå), èëè
ψa = N sin(kx) (àíòèñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå), çäåñü k =

√
2mE/~, à N

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè. Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ψs

ka = (2n+ 1)π , E =
~2π2

2ma2
(2n+ 1)2 , n = 0, 1, 2, . . . ,

à äëÿ ψa

ka = (2n)π , E =
~2π2

2ma2
(2n)2 , n = 1, 2, . . . .

Êîýôôèöèåíò N =
√

2/a äëÿ ψs è ψa. Çàìåòèì, ÷òî ψ
′(±a/2) 6= 0, ò. å.

ïðîèçâîäíàÿ èñïûòûâàåò íà ãðàíèöå ðàçðûâ èç-çà òîãî, ÷òî ÿìà áåñêîíå÷-
íî ãëóáîêàÿ.

2. ßìà êîíå÷íîé ãëóáèíû: U(x) = −U0 θ(a/2− |x|) , U0 > 0
Ìû èùåì ðåøåíèÿ ñ ýíåðãèåé E: −U0 < E < 0. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
èìååò âèä

− ~2

2m
ψ′′ = −|E|ψ |x| > a/2 ,

− ~2

2m
ψ′′ = (U0 − |E|)ψ |x| < a/2 .

(29)

Âñå ðåøåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå.
Ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

ψs(x) = θ(a/2− |x|)A cos(κx) + θ(|x| − a/2)B exp(−k|x|) ,
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Ðèñ. 1. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ÿìû êîíå÷íîé ãëóáèíû â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé âîë-
íîâîé ôóíêöèè: ñì. óðàâíåíèå (31). Ïàðàìåòð g = 10. Ñèíÿÿ ëèíèÿ � ãðàôèê ëåâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (31), êðàñíàÿ ëèíèÿ � ãðàôèê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (31)

ãäå

k =

√
2m|E|
~

, κ =

√
2m(U0 − |E|)

~
,

A è B � íåêîòîðûå ÷èñëà è θ(y) = 1 ïðè y ≥ 0 è θ(y) = 0 ïðè y < 0.
Àíòèñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

ψa(x) = θ(a/2− |x|)A′ sin(κx) + sign(x) θ(|x| − a/2)B′ exp(−k|x|) ,

ãäå sign(y) = θ(y)− θ(−y).

Ðàçäåëåíèå ðåøåíèé íà ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå ïîçâîëÿåò íà-
ïèñàòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé òîëüêî íà îäíîé
ãðàíèöå, íàïðèìåð, ïðè x = a/2. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé ýòè óñëîâèÿ
ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ

tg
(κa

2

)
=
k

κ
. (30)

Ïåðåìåííûå k è κ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, k2 + κ2 = 2mU0/~2. Ïå-

ðåõîäÿ ê ïåðåìåííîé y = κa/2, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ka/2 =
√
g2 − y2, ãäå

g2 = mU0a
2/(2~2), ïåðåïèøåì (30) â âèäå

y tg y =
√
g2 − y2 . (31)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî: ñì. ðèñ. 1.

Èç ñðàâíåíèÿ ãðàôèêîâ ëåâîé (ñèíÿÿ êðèâàÿ) è ïðàâîé (êðàñíàÿ êðèâàÿ)
÷àñòè âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé çàâèñèò îò âåëè÷èíû g. Åñëè nπ <
g < (n+ 1)π, òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ðàâíî n+ 1.
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Ðèñ. 2. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ÿìû êîíå÷íîé ãëóáèíû â ñëó÷àå àíòèñèììåòðè÷íîé
âîëíîâîé ôóíêöèè: ñì. óðàâíåíèå (32). Ïàðàìåòð g = 10. Ñèíÿÿ ëèíèÿ � ãðàôèê ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (32), êðàñíàÿ ëèíèÿ � ãðàôèê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (32)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå
(óðàâíåíèå íà ýíåðãèþ) èìååò âèä:

y ctg y = −
√
g2 − y2 . (32)

Ýòî óðàâíåíèå òàêæå ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî: ñì. ðèñ. 2.

Åñëè π(n−1/2) < g < π(n+1/2), òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ðàâíî n. Ïîýòîìó,
ïðè g < π/2 àíòèñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé íåò, à ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ
åñòü âñåãäà.

Ïðè g � 1 (ìåëêàÿ ÿìà) èìååì y � 1 è óðàâíåíèå (31) ïðèîáðåòàåò âèä

y2 =
√
g2 − y2 èëè y2 ≈ g2 − g4, ò. å. ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ÷¼òíûé

óðîâåíü, äëÿ êîòîðîãî

k2 =
4g4

a2
, E = −~

2k2

2m
= −ma

2U 2
0

2~2
.

3. Ìåëêàÿ ÿìà
Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðè U0 � ~2/(ma2), îäíîìåðíûé ïîòåíöèàë ìîæíî
çàìåíèòü íà U(x) = −Gδ(x). Ôàêòè÷åñêè, ðîëü δ-ôóíêöèè ñâîäèòñÿ ê
óñëîâèþ íà ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé ïðè x = 0. Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà

− ~2

2m
ψ′′(x)−Gδ(x)ψ(x) = Eψ(x)

ïî x îò −ε äî ε è óñòðåìèâ ε ê íóëþ, ïîëó÷èì

− ~2

2m
[ψ′(+0)− ψ′(−0)]−Gψ(0) = 0 ,
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ψ′(+0)− ψ′(−0) = −2mG

~2
ψ(0) .

Äëÿ E < 0 óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðè x 6= 0 èìååò âèä

ψ′′ = k2ψ ⇒ ψ = N exp(−k|x|) , k =
√

2m|E|/~ .

Óñëîâèå íà ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé äà¼ò

k =
mG

~2
, E = −mG

2

2~2
, N =

√
k .

Òàêèì îáðàçîì, â ìåëêîé ÿìå åñòü òîëüêî îäíî ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå.

4. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð: U(x) = mω2x2/2
Äëÿ ñòåïåííîãî ïîòåíöèàëà óäîáíî ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ x è E ê áåçðàç-
ìåðíûì ïåðåìåííûì y è ε: x =

√
~/(mω) y è E = ~ω ε. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä:

− d2

dy2
ψ + y2ψ = 2ε ψ .

Îáû÷íûé ñïîñîá ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà÷àëà
íàõîäèòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ |y| (â íàøåì ñëó÷àå ýòî
exp(−y2/2)), à çàòåì äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà ψ(y) = F (y) exp(−y2/2). Ôóíê-
öèÿ F óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

F ′′ − 2yF ′ + (2ε− 1)F = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ F â óðàâíåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà, F (y) =
∑

n cn y
n, è

ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ y, íàõîäèì ðåêóð-
ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

cn+2 =
2n+ 1− 2ε

(n+ 2)(n+ 1)
cn .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä îáîðâàëñÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ε = N + 1/2, ãäå N �
íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Åñëè ðÿä íå îáîðâ¼òñÿ, òî ïðè áîëüøèõ n ðåêóð-
ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå áóäåò cn+2 ≈ 2cn/n èëè F ∝ exp(y2), ò. å. ìû ïðèä¼ì
ê ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåìó ðåøåíèþ ψ ∝ exp(y2/2). Òàêèì îáðàçîì,
ìû åù¼ ðàç óáåæäàåìñÿ, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì. Îêîí÷àòåëüíî, ñïåêòð óðîâíåé ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

EN = ~ω (N + 1/2) , N = 0, 1, 2, . . . .
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4.4. Îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

Øðåäèíãåðà â îñöèëëÿòîðíîì ïîòåíöèàëå

Ñóùåñòâóåò èçÿùíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé è ñïåêòðà
óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà â îñöèëëÿòîðíîì ïîòåíöèàëå áåç ÿâíîãî ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ââåä¼ì îïåðàòîðû

â =
mωx̂+ ip̂√

2m~ω
, â+ =

mωx̂− ip̂√
2m~ω

.

Ýòè îïåðàòîðû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

[â, â+] = 1, Ĥ = ~ω (â+â+1/2) , [Ĥ, â] = −~ω â , [Ĥ, â+] = ~ω â+ . (33)

Ïóñòü Ĥψ = Eψ. Ïîäåéñòâóåì ãàìèëüòîíèàíîì íà ôóíêöèþ âψ, èìååì:

Ĥ(âψ) = ([Ĥ, â] + âĤ)ψ = (E − ~ω)(âψ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ âψ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ãàìèëüòîíèàíà
ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì E − ~ω. Ïîýòîìó îïåðàòîð â íàçûâàþò ïîíèæàþ-
ùèì îïåðàòîðîì. Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ â+ψ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
ãàìèëüòîíèàíà ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì E+~ω. Ïîýòîìó îïåðàòîð â+ íàçû-
âàþò ïîâûøàþùèì îïåðàòîðîì. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì âψ0 = 0 èëè(

mωx+ ~
d

dx

)
ψ0(x) = 0 ⇒ ψ0(x) =

(mω
~π

)1/4

exp

(
−mωx

2

2~

)
.

Çàìåòèì, ÷òî Ĥψ0(x) = ~ω (â+â + 1/2)ψ0(x) = (~ω/2)ψ0(x), ò. å. ýíåðãèÿ E0

îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ψ0 ðàâíà ~ω/2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψn(x) ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé En = ~ω(n+ 1/2). Òàê êàê

Ĥ = ~ω(â+â+ 1/2), òî
â+â ψn = nψn .

Óìíîæèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà ψ∗n è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî x, ïîëó÷àåì

â ψn =
√
nψn−1 .

Àíàëîãè÷íî, ââ+ψn = ([â, â+] + â+â)ψn = (n+ 1)ψn. Òàêèì îáðàçîì,

â+ ψn =
√
n+ 1ψn+1 ⇒ ψn =

(â+)n√
n!
ψ0 .

Ïîñêîëüêó ïðè çàìåíå x → −x îïåðàòîð â+ ïåðåõîäèò â îïåðàòîð (−â+), òî
ψn(−x) = (−1)nψn(x). Èñïîëüçóÿ ñâÿçü

x̂ =

√
~

2mω
(â+ + â) , p̂ = i

√
m~ω

2
(â+ − â) , (34)

è ïðèâåä¼ííûå âûøå ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ â è â+, ëåãêî âû÷èñ-
ëèòü ðàçëè÷íûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÿâíîãî âèäà âîëíî-
âûõ ôóíêöèé.
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4.5. Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ

Èç (34) ñëåäóåò, ÷òî 〈n|x̂|n〉 = 〈n|p̂|n〉 = 0, ò. å. ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîð-
äèíàòû è èìïóëüñà íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è ðàâíû íóëþ äëÿ ëþáîé ýíåðãèè,
çäåñü |n〉 îòâå÷àåò âîëíîâîé ôóíêöèè ψn(x): ψn(x) = 〈x|n〉. Ýòî ñîâåðøåííî íå
ïîõîæå íà ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â îñöèëëÿòîðíîì ïîòåíöèàëå. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ñðåäíÿÿ êîîðäèíàòà è ñðåäíèé èìïóëüñ çàâèñåëè îò âðåìåíè òàê, êàê â
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, íàäî ñîçäàòü îïðåäåë¼ííóþ ñóïåðïîçèöèþ ñîñòîÿíèé
ñ ðàçíûìè ýíåðãèÿìè. Ýòî òàê íàçûâàåìûå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà â ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ
(âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òàê êàê â íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì îïåðà-
òîðîì). Ðåøàÿ óðàâíåíèå â ψ = λψ è ïðåäñòàâëÿÿ λ = |λ| eiφ, ïîëó÷àåì

ψ(x, 0) =
(mω
~π

)1/4

exp

[
− mω

2~

(
x−

√
2~
mω
|λ| cos(φ)

)2

+

+ i

√
2mω

~
|λ| sin(φ)x

]
.

(35)

Äëÿ òàêîé ôóíêöèè

〈x〉 =

√
2~
mω
|λ| cos(φ) , 〈p〉 =

√
2m~ω |λ| sin(φ) .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîÿñíèòü ñìûñë ïàðàìåòðà λ è íàéòè ψ(x, t), ïðåäñòàâèì
ψ(x, 0) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ψ(x, 0) =

∑
n cn ψn ïî ñîñòîÿíèÿì ψn ñ îïðåäåë¼í-

íîé ýíåðãèåé. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå íà ψ(x, 0), íàõîäèì
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà êîýôôèöèåíòû: cn+1 = λcn/

√
n+ 1, ñëåäîâà-

òåëüíî,

cn =
λn√
n!
c0 , c0 = exp(−|λ|2/2) , ψ(x, 0) = c0

∑
n

λn√
n!
ψn ,

ãäå c0 ìû íàøëè èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Î÷åâèäíî, ÷òî

ψ(x, t) = c0 exp(−iωt/2)
∑
n

λn√
n!

exp(−inω t)ψn =

= c0 exp(−iωt/2)
∑
n

|λ|n√
n!

exp[in(φ− ω t)]ψn .
(36)

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ψ(x, t) ïîëó÷àåòñÿ èç ψ(x, 0) óìíîæåíèåì íà e−iωt/2

è çàìåíîé φ→ φ−ωt. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû è ñðåäíåå
çíà÷åíèå èìïóëüñà äëÿ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ìåíÿþòñÿ ïî êëàññè÷åñêîìó
çàêîíó:

〈x〉 =

√
2~
mω
|λ| cos(φ− ωt) , 〈p〉 =

√
2mω~ |λ| sin(φ− ωt) .

33



Ðàññìîòðèì òåïåðü ñðåäíåå çíà÷åíèå n íîìåðà óðîâíÿ ýíåðãèè â êîãå-
ðåíòíîì ñîñòîÿíèè ψ(x, t):

〈n〉 =
∑
n

n |cn|2 = exp(−|λ|2)
∑
n

n
|λ|2n

n!
= |λ|2 .

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðîÿñíÿåò ñìûñë |λ|.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé ìû âûÿñíèëè, ÷òî

äëÿ ãàóññîâîé ôîðìû âîëíîâîé ôóíêöèè, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ, ∆x∆ p = ~/2.
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ÐÀÇÄÅË 5. ÃÅÉÇÅÍÁÅÐÃÎÂÑÊÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå âðåìåííîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ñ íå çàâèñÿùèì
îò âðåìåíè ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ψ(r, t) = exp[−iĤ t/~] Ψ(r, 0) . (37)

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ýðìèòîâîñòü ãàìèëüòîíèàíà Ĥ, ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðà-
òîðà Â â ìîìåíò âðåìåíè t ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈Â〉 =

∫
d3rΨ∗(r, 0) exp[iĤ t/~] Â exp[−iĤ t/~] Ψ(r, 0) . (38)

Ââåä¼ì ãåéçåíáåðãîâñêèé îïåðàòîð ÂH(t):

ÂH(t) = exp[iĤ t/~] Â exp[−iĤ t/~] . (39)

Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Â â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíî

〈Â〉 =

∫
d3rΨ∗(r, 0) ÂH(t) Ψ(r, 0) . (40)

Òî åñòü, âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñêàòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âîëíîâîé ôóíê-
öèè, ìîæíî èñêàòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ãåéçåíáåðãîâñêîãî îïåðàòîðà, à
çàòåì óñðåäíÿòü åãî ïî íà÷àëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè. Çàïèøåì óðàâíåíèå,
êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîð ÂH(t) (óðàâíåíèå Ãåéçåíáåðãà):

d

dt
ÂH =

i

~
[Ĥ, ÂH ] +

(
∂

∂t
Â

)
H

. (41)

Çäåñü ìû ó÷ëè âîçìîæíóþ ÿâíóþ çàâèñèìîñòü Â îò âðåìåíè è òî, ÷òî
ĤH = Ĥ. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð âðåìåííîé ýâîëþöèè U = exp[−iĤ t/~] ÿâ-
ëÿåòñÿ óíèòàðíûì, ò. å. U+ = U−1, òî

(Â B̂)H = U−1Â B̂ U = U−1 ÂU U−1B̂ U = ÂH B̂H ,

[Â , B̂]H = [ÂH , B̂H ] .

Àíàëèòè÷åñêè óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà ðåøàþòñÿ ðåäêî, à ÷èñëåííî èõ ðåøàòü
î÷åíü ñëîæíî, òàê êàê îíè íàïèñàíû íå íà ôóíêöèè, à íà îïåðàòîðû. Îäíàêî,
åñëè åñòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ãåéçåíáåðãà, òî îíî ðåçêî óïðî-
ùàåò âû÷èñëåíèå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ðàçëè÷íûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé.
Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí Ĥ = p̂2/(2m) + U(x̂). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
Ãåéçåíáåðãà äëÿ îïåðàòîðîâ x̂ è p̂ èìåþò âèä

d

dt
x̂H =

p̂H
m
,

d

dt
p̂H = −U ′(x̂H) .
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Ïî âèäó îíè ïîõîæè íà êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, íî ñîäåðæàò íåêîììóòèðó-
þùèå îïåðàòîðû è â êâàäðàòóðàõ íå ðåøàþòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ
ñëó÷àåâ. Åñëè âçÿòü ñðåäíåå îò ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ óðàâíåíèé ïî
íà÷àëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ(x, 0), òî ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ýðåíôåñòà
íà ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 〈x̂〉 è 〈p̂〉:

d

dt
〈x̂〉 =

〈p̂〉
m

,
d

dt
〈p〉 = −〈U ′(x̂)〉 .

Ýòè óðàâíåíèÿ óæå íà ôóíêöèè, à íå íà îïåðàòîðû, íî ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòîé, òàê êàê 〈f(Â)〉 6= f(〈Â〉) .
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
1. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå.

Äëÿ Ĥ = p̂2/(2m) óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà èìåþò âèä

d

dt
x̂H =

p̂H
m
,

d

dt
p̂H = 0 . (42)

Ðåøåíèå äàííûõ (îïåðàòîðíûõ) óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x̂H(0) = x̂ è p̂H(0) = p̂ èìååò âèä

p̂H = p̂ , x̂H = x̂+
p̂

m
t .

Ïîýòîìó, äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ x̂2

äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñðåäíåå îò (x̂ + p̂ t/m)2 ïî íà÷àëüíîé âîëíîâîé
ôóíêöèè.

2. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.
Äëÿ Ĥ = p̂2/(2m) +mω2x̂2/2 óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà èìåþò âèä

d

dt
x̂H =

p̂H
m
,

d

dt
p̂H = −mω2x̂H . (43)

Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x̂H(0) = x̂, p̂H(0) = p̂
èìååò ñëåäóþùèé âèä

p̂H(t) = −mω x̂ sin(ωt) + p̂ cos(ωt) , x̂H(t) = x̂ cos(ωt) +
p̂

mω
sin(ωt) .

Î÷åâèäíî, èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ëåãêî âû÷èñëèòü ëþáûå ñðåäíèå ïî
ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè, äàæå åñëè îíà íå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñîáñòâåí-
íûì ôóíêöèÿì ãàìèëüòîíèàíà â ïðîñòîì âèäå.

Øðåäèíãåðîâñêèå îïåðàòîðû x̂ è p̂, âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ äëÿ ãåéçåí-
áåðãîâñêèõ îïåðàòîðîâ x̂H(t) è p̂H(t), èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ x(0) = x0 è p(0) = p0 â ðåøåíèÿõ x(t) è p(t) óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè.
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ÐÀÇÄÅË 6. ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÉ ÑÏÅÊÒÐ,
ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÅ ÐÀÑÑÅßÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë U(x), êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞,
è ÷àñòèöó â ýòîì ïîòåíöèàëå ñ ýíåðãèåé E > 0. Ïðè áîëüøèõ |x| ìû èìå-
åì ñâîáîäíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà −~2/(2m)ψ′′(x) = Eψ, èìåþùåå äâà
ðåøåíèÿ ψ(x) = exp(±ikx) , ãäå k =

√
2mE/~. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

äâóêðàòíîå âûðîæäåíèå. Ýòî âûðîæäåíèå èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë. Â ïåð-
âîì ñëó÷àå, âîëíà ïàäàåò èç −∞, ÷àñòè÷íî îòðàæàåòñÿ íàçàä è ÷àñòè÷íî
ïðîõîäèò íà +∞. Âî âòîðîì ñëó÷àå, âîëíà ïàäàåò èç +∞, ÷àñòè÷íî îòðàæà-
åòñÿ íàçàä è ÷àñòè÷íî ïðîõîäèò íà −∞. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ñëó÷àå ìû
ðåøàåì óðàâíåíèå â ïîòåíöèàëå U(x) ñ àñèìïòîòèêîé exp(ikx)+A exp(−ikx)
íà −∞ è B exp(ikx) íà +∞. Âû÷èñëèâ òîê ïðè x → −∞, ìû ïîëó÷èì
j = (~k/m)(1 − |A|2), à ïðè x → +∞, ìû ïîëó÷èì j = (~k/m)|B|2. Èç
ñîõðàíåíèÿ òîêà ñëåäóåò, ÷òî

|A|2 + |B|2 = 1 .

Òîê äëÿ ïàäàþùåé âîëíû exp(ikx) ðàâåí j0 = (~k/m), äëÿ îòðàæ¼ííîé âîëíû
A exp(−ikx) ðàâåí jR = −(~k/m)|A|2, è ïðîøåäøåé âîëíû B exp(ikx) ðàâåí
jT = (~k/m)|B|2. Îòíîøåíèå R = |jR|/j0 = |A|2 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
îòðàæåíèÿ, à T = |jT |/j0 = |B|2 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîõîæäåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, R + T = 1, àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ â îïòèêå.

Ïóñòü ïðè x → −∞ ïîòåíöèàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïðè x → +∞ ïî-
òåíöèàë ñòðåìèòñÿ ê U0 6= 0. Òîãäà âîëíîâîé âåêòîð íà +∞ áóäåò ðàâåí
κ =

√
2m(E − U0)/~ äëÿ E > U0, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðè x → +∞ áóäåò

B exp(iκx), ïðîøåäøèé òîê áóäåò ðàâåí jT = (~κ/m)|B|2 è êîýôôèöèåíò
ïðîõîæäåíèÿ áóäåò (κ/k) |B|2. Ïî-ïðåæíåìó áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
R + T = 1. Åñëè 0 < E < U0, òî κ áóäåò ìíèìîé âåëè÷èíîé, âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ ïðè x → +∞ áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàòü êàê exp(−|κ|x), jT = 0 è
jR = j0, ò. å. T = 0 è R = 1.

Ïóñòü òåïåðü âîëíà ïàäàåò ñïðàâà íàëåâî, ò. å. ìû ðåøàåì óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà ñ àñèìïòîòèêîé exp(−iκx) + A1 exp(iκx) ïðè x → +∞ è ñ
àñèìïòîòèêîé B1 exp(−ikx) ïðè x → −∞. Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ áó-
äåò T1 = (k/κ) |B1|2, îòðàæåíèÿ R1 = |A1|2, è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
R1 + T1 = 1. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè âûøå, â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ âûïîëíÿåò-
ñÿ ñîîòíîøåíèå ψ1ψ

′
2 − ψ′1ψ2 = const. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêè äâóõ ðåøåíèé

ïðè x → ±∞, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî k B1 = κB. Â ðåçóëüòàòå êîýôôèöè-
åíò ïðîõîæäåíèÿ ðàâåí T = (κ/k)|B|2 = (k/κ) |B1|2 = T1. Òàêèì îáðàçîì,
êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ íå çàâèñèò îò òîãî, ïàäàåò âîëíà ñëåâà íàïðà-
âî èëè ñïðàâà íàëåâî, õîòÿ ïîòåíöèàë ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì,
U(−x) 6= U(x).

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå.
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1. Ñòóïåíüêà: U(x) = −U0 θ(x) , U0 > 0.
Ïðè x < 0 ðåøåíèå èìååò âèä exp(ikx)+A exp(−ikx), à ïðè x > 0 ðåøåíèå
èìååò âèä B exp(iκx), k =

√
2mE/~, κ =

√
2m(E + U0)/~. Èñïîëüçóÿ

íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé, íàõîäèì

A =
k − κ
k + κ

, B =
2k

k + κ
,

T =
κ
k
|B|2 =

4kκ
(k + κ)2

, R = |A|2 =
(k − κ)2

(k + κ)2
.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå â íàøåì ïîòåíöèàëå îòðàæåíèå îòñóòñòâóåò, òàê
÷òî îòðàæåíèå â ýòîé çàäà÷å � ýòî ÷èñòî êâàíòîâûé ýôôåêò, îí íàçûâà-
åòñÿ íàäáàðüåðíûì îòðàæåíèåì. Åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè óñòðå-
ìèòü U0 ê áåñêîíå÷íîñòè, òî k/κ → 0, T → 0 è R → 1. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ðåçêîì ñêà÷êå ïîòåíöèàëà ïðîèñõîäèò ñèëüíîå îòðàæåíèå � ïîëíàÿ
àíàëîãèÿ ñ îïòèêîé, ãäå ïðè ðåçêîì ñêà÷êå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïðî-
èñõîäèò ñèëüíîå îòðàæåíèå. Åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîì U0 óñòðåìèòü E ê
áåñêîíå÷íîñòè, òî k/κ → 1, T → 1 è R→ 0.

2. U(x) = −Gδ(x) .

Ïðè x < 0 ðåøåíèå èìååò âèä exp(ikx)+A exp(−ikx), à ïðè x > 0 ðåøåíèå
B exp(ikx), k =

√
2mE/~. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè è

óñëîâèå íà ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé, íàõîäèì

A =
ig

1− ig
, B =

1

1− ig
,

T =
1

1 + g2
, R =

g2

1 + g2
, g =

mG

~2 k
.

Ðåøåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà U(x) = Gδ(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ïðèâåä¼ííûõ ôîð-
ìóë çàìåíîé g → −G. Ïðè E → ∞ èìååì g → 0, R → 0 è T → 1. Ïðè
G→∞ èìååì g →∞, R→ 1 è T → 0, íåçàâèñèìî îò çíàêà G.

Åñëè ìû ïåðåéä¼ì â ôîðìóëå äëÿ B îò ïîëîæèòåëüíûõ ýíåðãèé ê îòðè-
öàòåëüíûì ýíåðãèÿì, òàê ÷òî k → iκ, òî ïðè κ = mG/~2 êîýôôèöèåíò
ïðè ïðîøåäøåé âîëíå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. B èìååò ïîëþñ,
ñîîòâåòñòâóþùèé óðîâíþ ýíåðãèè â ÿìå E = −mG2/(2~2). Ýòà ñèòóàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ îáùåé: ïîëþñà â àìïëèòóäå ïðîøåäøåé âîëíû ïðè âåùåñòâåí-
íûõ ýíåðãèÿõ E îïðåäåëÿþò óðîâíè ýíåðãèè ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â
ïîòåíöèàëå U(x).

3. ßìà êîíå÷íîé ãëóáèíû: U(x) = −U0 θ(x)θ(a− x) , U0 > 0.

Ïðè x < 0 ðåøåíèå èìååò âèä exp(ikx) + A exp(−ikx), ïðè 0 < x < a ðå-
øåíèå èìååò âèä C exp(iκx)+D exp(−iκx), à ïðè x > a � B exp(ikx), ãäå
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ T îò îòíîøåíèÿ E/U0 äëÿ ÿìû êî-

íå÷íîé ãëóáèíû ïðè
√

2mU0a2/~2 = 20

k =
√

2mE/~ è κ =
√

2m(E + U0)/~. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì

A =
i(κ2 − k2) sin(κa)

2κk cos(κa)− i(κ2 + k2) sin(κa)
,

B =
2κk exp(−ika)

2κk cos(κa)− i(κ2 + k2) sin(κa)
,

T =
4κ2k2

4κ2k2 + (κ2 − k2)2 sin2(κa)
,

R =
(κ2 − k2)2 sin2(κa)

4κ2k2 + (κ2 − k2)2 sin2(κa)
.

(44)

Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü T îò îòíîøåíèÿ E/U0 ïîêàçàíà íà ðèñ. 3. Ïðè
ýíåðãèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ κa = nπ, êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ðàâåí
åäèíèöå (ïðîçðà÷íîñòü). Ïðè E � U0, êàê è äîëæíî áûòü, T → 1.

Çàäà÷à 6.1. Ñäåëàåì çàìåíó E → −|E| è ïðèðàâíÿåì çíàìåíàòåëü
ó B ê íóëþ. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî äâóì
óðàâíåíèÿì íà äèñêðåòíûé ñïåêòð â ÿìå êîíå÷íîé ãëóáèíû â ñëó÷àå ñèì-
ìåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèé.

4. Áàðüåð êîíå÷íîé âûñîòû: U(x) = U0 θ(x)θ(a− x) , U0 > 0 .
Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ äëÿ
ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ çàìåíîé U0 → −U0. Ïðè E > U0 ôóíêöèè A, B, R
è T ïîëó÷àþòñÿ èç (44) çàìåíîé U0 → −U0, à ïðè 0 < E < U0 îíè èìåþò
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ T îò îòíîøåíèÿ E/U0 äëÿ áàðüåðà

êîíå÷íîé âûñîòû ïðè
√

2mU0a2/~2 = 10

âèä

A =
(q2 + k2) sinh(qa)

2iqk cosh(qa) + (k2 − q2) sinh(qa)
,

B =
2iqk exp(−ika)

2iqk cosh(qa) + (k2 − q2) sinh(qa)
,

T =
4q2k2

4q2k2 + (q2 + k2)2 sinh2(qa)
,

R =
(q2 + k2)2 sinh2(qa)

4q2k2 + (q2 + k2)2 sinh2(qa)
,

(45)

ãäå k =
√

2mE/~ è q =
√

2m(U0 − E)/~. Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü T îò
îòíîøåíèÿ E/U0 ïîêàçàíà íà ðèñ. 4. Ïðè E > U0, ñì. (44) ñ çàìåíîé
U0 → −U0, â òî÷êàõ κa = nπ êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ðàâåí åäèíèöå
(ïðîçðà÷íîñòü). Ïðè E � U0, êàê è äîëæíî áûòü, T → 1. Ïðè E < U0

êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ çà ñ÷¼ò òóííåëèðîâàíèÿ, è îí
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë (ïðè E � U0 è mU0a

2/~2 � 1).

5. Âðåìÿ çàäåðæêè.
Ìû ðàññìîòðåëè êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ïðè çàäàííîì
âîëíîâîì âåêòîðå k (çàäàííîì èìïóëüñå p = ~k). Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ñîçäàäèì âîëíîâîé ïàêåò è áóäåì ñëåäèòü çà ðàñ-
ïðîñòðàíåíèåì öåíòðà ïàêåòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå ïàäàþùåé âîë-
íû ìû áåð¼ì ôóíêöèþ

ψin(x, t) =

∫
dk

2π
f(k) exp[−iω(k) t+ ikx] ∝ δ(x− vt) ,

v = ω′(k0) =
~k0

m
,
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü (46) îòíîøåíèÿ τ/τ0 îò E/U0 äëÿ ÿìû êîíå÷íîé ãëóáèíû ïðè òàêèõ

ïàðàìåòðàõ ÿìû, ÷òî
√

2mU0a2/~2 = 20

ãäå f(k) � ïëàâíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàêñèìóìîì â òî÷êå k0, v � ñêîðîñòü ÷à-
ñòèöû. Çàïèñàâ àìïëèòóäó ïðîøåäøåé âîëíû â âèäå

B(k) = |B(k)| exp[iϕ(k)]

è ïðåäñòàâèâ ϕ(k) ≈ ϕ(k0) + (k − k0)ϕ
′(k0), ïîëó÷àåì

ψout(x, t) =

∫
dk

2π
f(k)|B(k)| e−iω(k) t+ikx+iϕ(k) ∝ δ

(
x− v(t− τ)

)
,

τ =
1

v
ϕ′(k0) .

Ôóíêöèÿ τ(k) íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì çàäåðæêè. Äëÿ ïîòåíöèàëà â ôîðìå
ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû, U(x) = −U0 θ(x) θ(a− x) , âðåìÿ çàäåðæêè ðàâíî

τ = − τ0 Z

1 +

(
κ2 − k2

2kκ

)2

sin2(κa)

, τ0 =
a

v
,

Z =
κ2 − k2

2κ2
+

(
κ2 − k2

2kκ

)2 [
sin2(κa) +

sin(2κa)

κa

]
,

(46)

ãäå k =
√

2mE/~ è κ =
√

2m(E + U0)/~. Òèïè÷íûé ãðàôèê çàâèñèìîñòè
τ/τ0 îò E/U0 ïîêàçàí íà ðèñ. 5. Âðåìÿ çàäåðæêè îòðèöàòåëüíî, ÷òî ñâÿçà-
íî ñ òåì, ÷òî ÷àñòèöà áûñòðåå ïðîñêàêèâàåò îáëàñòü äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà
â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ, è |τ/τ0| ∼ 1. Îäíàêî ïðè

√
2mU0a2/~2 ≈ nπ âðåìÿ

çàäåðæêè ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì ïî ìîäóëþ ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ è ìîæåò
ìåíÿòü çíàê: ñì. ðèñ. 6. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè

√
2mU0a2/~2 = nπ

âîçíèêàåò óðîâåíü â ÿìå c ýíåðãèåé ðàâíîé íóëþ.

Ðàññìîòðèì áàðüåð U(x) = U0 θ(x) θ(a− x) . Äëÿ E > U0 âðåìÿ çàäåðæêè
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (46) ñ çàìåíîé U0 → −U0, à ïðè 0 < E < U0 âðåìÿ
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü (46) îòíîøåíèÿ τ/τ0 îò E/U0 äëÿ
√

2mU0a2/~2 = 0.99 π (ñïëîøíàÿ

ëèíèÿ) è
√

2mU0a2/~2 = 1.01 π (ïóíêòèð)

çàäåðæêè ðàâíî

τ = − τ0 Z

1 +

(
q2 + k2

2kq

)2

sinh2(qa)

, τ0 =
a

v
,

Z =
q2 + k2

2q2
+

(
q2 + k2

2kq

)2 [
sinh2(qa)− sinh(2qa)

qa

]
,

(47)

ãäå k =
√

2mE/~ è q =
√

2m(U0 − E)/~. Çàâèñèìîñòü τ/τ0 îò E/|U0|
ïîêàçàíà íà ðèñ. 7.
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü (47) îòíîøåíèÿ τ/τ0 îò E/U0 äëÿ áàðüåðà êîíå÷íîé âûñîòû ïðè√
2mU0a2/~2 = 15

Õîðîøî âèäíû íàäáàðüåðíûå ðåçîíàíñû. Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ âûñîêîãî áà-
ðüåðà (U0 � ~2/(ma2)) ïðè E < U0 âðåìÿ çàäåðæêè îòðèöàòåëüíîå è
ñòðåìèòñÿ ê −τ0, ò. å. ïîä áàðüåðîì ÷àñòèöà ïðîñêàêèâàåò ìãíîâåííî!
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ÐÀÇÄÅË 7. ÊÂÀÇÈÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýíåðãèþ E êàê êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ è ïîñìîò-
ðèì, ïðè êàêèõ ýíåðãèÿõ âðåìÿ çàäåðæêè îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿ
ïîòåíöèàëà U(x) = −U0 θ(x) θ(a− x) , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1 +

(
κ2 − k2

2kκ

)2

sin2(κa) = 0 , (48)

ãäå k =
√

2mE/~ è κ =
√

2m(E + U0)/~. Ïðè îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèÿõ ìû

çàìåíÿåì k → i
√

2m|E|/~, κ →
√

2m(U0 − |E|)/~, è óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò
âèä

1

4y(1− y)
sin2(g

√
1− y) = 1 ,

g =
√

2ma2U0/~ , y = |E|/U0 .

(49)

Â ýòîì óðàâíåíèè ñîäåðæàòñÿ óðàâíåíèÿ íà óðîâíè ýíåðãèè (÷¼òíûå è íå÷¼ò-
íûå) â ÿìå: ñì. (30) è (32).

Ðàññìîòðèì òåïåðü áàðüåð U(x) = U0 θ(x) θ(a − x) . Âðåìÿ çàäåðæêè
îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, åñëè

1 +
U 2

0

4E(E − U0)
sin2

(√2ma2

~2
(E − U0)

)
= 0 . (50)

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ðåøåíèÿ ïðè êîìïëåêñíîé ýíåðãèè ñ ïîëîæèòåëü-
íîé ðåàëüíîé ÷àñòüþ è îòðèöàòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
g =

√
2ma2U0/~2 � 1. Ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè |E − U0| � U0, åñëè√

2ma2

~2
(E − U0) = nπ − iε , ε� 1 .

Èç óðàâíåíèÿ íàõîäèì ε = 2nπ/g . Òàêèì îáðàçîì,

En = U0 +
~2(nπ)2

2ma2

(
1− 4i

g

)
= ReEn − i

Γn
2
,

ReEn = U0 +
~2(nπ)2

2ma2
, Γn =

4~2(nπ)2

ma2 g
.

(51)

Îáñóäèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî íà
áîëüøîì ñêà÷êå ïîòåíöèàëà ïðîèñõîäèò ñèëüíîå îòðàæåíèå. Åñëè ìû, ïðè
t = 0, ëîêàëèçóåì íàä ñòóïåíüêîé âîëíîâîé ïàêåò, òî èç-çà ñèëüíîãî îòðàæå-
íèÿ îí áóäåò æèòü íàä ñòóïåíüêîé äîëãî, ïðåæäå ÷åì ðàñïëûâ¼òñÿ. Â íóëåâîì
ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ãðàíèöàõ ñòóïåíüêè íàõîäÿòñÿ áåñêî-
íå÷íûå ñòåíêè è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà En = ~2(nπ)2/(2ma2), à ïîëíàÿ
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ýíåðãèÿ ðàâíà U0 + En = ReEn. Îáñóäèì òåïåðü ñìûñë Γn. Çàâèñèìîñòü îò
âðåìåíè âîëíîâîé ôóíêöèè

ψ ∝ exp(−iEnt/~) = exp (−iReEnt/~− Γnt/(2~)) .

Ïîýòîìó |ψ|2 ∝ exp(−Γnt/~). Ìû âèäèì, ÷òî íîðìèðîâêà âîëíîâîé ôóíê-
öèè óáûâàåò ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì t0 = ~/Γ. Êîìïëåêñíàÿ ýíåðãèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî îïèñàíèÿ äîëãîæèâóùèõ êâàçèñòàöèîíàðíûõ
ñîñòîÿíèé. Åñëè õàðàêòåðíîå âðåìÿ æèçíè òàêîãî ñîñòîÿíèÿ t0, òî èñïóùåí-
íûå âîëíû èìåþò, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ íåîïðåäåë¼ííîñòåé, ðàçáðîñ ÷àñòîò
∆ω ∼ 1/t0 è ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçáðîñ ýíåðãèé ∆E ∼ ~/t0 = Γ. Åñëè ñ÷èòàòü
âåðîÿòíîñòü ðàñïàäà â åäèíèöó âðåìåíè Ẇ íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè è íàïè-
ñàòü óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö Ṅ = −ẆN , èìåþùåå ðåøåíèå
N(t) = N(0) exp(−Ẇ t), òî

Ẇ =
1

t0
=

Γ

~
.

Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïàäà èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíèìî-
ñòè ïî âðåìåíè � îí íåñïðàâåäëèâ íà î÷åíü ìàëåíüêèõ âðåìåíàõ è íà î÷åíü
áîëüøèõ âðåìåíàõ. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåä-
íèìè óðîâíÿìè áûëî áîëüøå, ÷åì øèðèíà êàæäîãî óðîâíÿ, ò. å.

ReEn+1 − ReEn � Γn ,

èíà÷å óðîâíè ïåðåêðûâàþòñÿ. Â íàøåé çàäà÷å óêàçàííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíò-
íî óñëîâèþ n� g. Èìåííî ïîýòîìó êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâó-
þò ïðè g � 1.

×òîáû îöåíèòü Γn, îöåíèì ñíà÷àëà Ẇ :

Ẇ ∼ 1

t
2T , t =

2a

v
,

mv2

2
= En =

~2(nπ)2

2ma2
, T =

4kκ

(k + κ)2
≈ 4k

κ
= 4

√
En
U0

,

Ẇ =
4~(nπ)2

ma2 g
, Γn = ~Ẇ =

4~2(nπ)2

ma2 g
.

(52)

Çäåñü k =
√

2mEn/~, κ =
√

2m(En + U0)/~, v � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü è T �
êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ â çàäà÷å î ñòóïåíüêå â ñëó÷àå κ � k.

Ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñëåäóÿ êàðòèíå ðàñïàäà, èùåì íåôèçè÷åñêèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ àñèìïòîòèêîé íà áåñêîíå÷íîñòè, ñîäåðæàùåé òîëü-
êî ðàñõîäÿùóþñÿ âîëíó. Äëÿ âåùåñòâåííûõ ýíåðãèé òàêèõ ðåøåíèé íåò. Ïðè
ýòîì óðàâíåíèå íà óðîâíè ýíåðãèé êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé áóäåò èìåòü
äèñêðåòíûé ñïåêòð êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé.
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Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûå êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ â ïîòåíöèàëå
U(x) = U0 θ(a/2− |x|). Ðåøåíèå çàïèñûâàåì â ñëåäóþùåì âèäå

ψ = exp(−ikx) ïðè −∞ < x < −a/2 ,
ψ = C cos(κx) ïðè − a/2 < x < a/2 ,

ψ = exp(ikx) ïðè a/2 < x <∞ ,

(53)

ãäå k =
√

2mE/~ è κ =
√

2m(E − U0)/~. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü âîëíî-
âîé ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = a/2 (ïîñëå ýòîãî â òî÷êå x = −a/2
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè áóäóò âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè), ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå íà óðîâíè ýíåðãèé:

tg
(κa

2

)
= −i k

κ
.

Î÷åâèäíî, ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ýíåðãèè. Ââå-
ä¼ì ïåðåìåííóþ y = κa/2 è çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

tg y = −i
√
g2 + 4y2

2y
, g =

√
2ma2U0/~2 � 1 .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè g � 1 èìååò âèä

y = π(n+ 1/2)(1− 2i/g) .

Òî åñòü

En = U0 +
~2π2(2n+ 1)2

2ma2

(
1− 4i

g

)
. (54)

Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íûõ êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ðåøåíèå çàïèñû-
âàåì â âèäå

ψ = − exp(−ikx) ïðè −∞ < x < −a/2 ,
ψ = C sin(κx) ïðè − a/2 < x < a/2 ,

ψ = exp(ikx) ïðè a/2 < x <∞ .

(55)

Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå
x = a/2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà óðîâíè ýíåðãèé:

ctg
(κa

2

)
= i

k

κ
.

Ââåäÿ ïåðåìåííóþ y = κa/2, çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

ctg y = i

√
g2 + 4y2

2y
.

45



Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè g � 1 èìååò âèä

y = π n (1− 2i/g) .

Òî åñòü

En = U0 +
~2π2(2n)2

2ma2

(
1− 4i

g

)
. (56)

Ñîâîêóïíîñòü ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèé ñîâïàäàåò ñî
ñïåêòðîì êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííûì äðóãèì ñïîñîáîì.
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ÐÀÇÄÅË 8. ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÒÅÍÖÈÀË. ÎÏÅÐÀÒÎÐ
ÑÄÂÈÃÀ. ÒÅÎÐÅÌÀ ÁËÎÕÀ

Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ψ(x) â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
Òåéëîðà:

ψ(x+ a) =
∑
n

an

n!
ψ(n)(x) =

∑
n

1

n!

(
a
d

dx

)n
ψ(x) =

= exp

[
a
d

dx

]
ψ(x) = exp[ia p̂/~]ψ(x) .

(57)

Ïîýòîìó óíèòàðíûé îïåðàòîð T̂a = exp[ia p̂/~] íàçûâàþò îïåðàòîðîì ñäâèãà

íà ðàññòîÿíèå a, T̂aψ(x) = ψ(x + a) . Ïîêàæåì, ÷òî T̂aU(x̂)T̂−1
a = U(x̂ + a).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ψ(x) èìååì

[T̂aU(x̂)T̂−1
a ]ψ(x) = T̂aU(x)ψ(x− a) = U(x+ a)ψ(x) .

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ñ ïåðèîäîì a, ò. å. ïîòåí-
öèàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ U(x + a) = U(x). Òàê êàê p̂ êîììóòèðóåò ñ T̂a,
òî

T̂aĤ T̂−1
a = Ĥ ⇒ T̂aĤ = ĤT̂a ⇒ [T̂a, Ĥ] = 0 .

Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì òðàíñëÿöèè, òî âîëíîâóþ
ôóíêöèþ ìîæíî âûáðàòü îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííîé è Ĥ, è T̂a, ò. å. Ĥψ = Eψ,
T̂aψ = λψ. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ðàâíû ïî ìîäóëþ
åäèíèöå: λ = exp(iθ). Ïîýòîìó ψ(x + a) = exp(iθ)ψ(x). Ïðåäñòàâèì θ è ψ â
âèäå

θ = qa/~ , ψ(x) = exp[iqx/~]uq(x) .

Òîãäà uq(x + a) = uq(x), ò. å. uq(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïå-
ðèîäîì a. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ ñ îïðå-
äåëåííîé ýíåðãèåé â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû è ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ òåîðå-
ìîé Áëîõà. Âåëè÷èíà q íàçûâàåòñÿ êâàçèèìïóëüñîì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
−π/a < q/~ < π/a. Ðåøåíèþ ñ ïîëîæèòåëüíûì q îòâå÷àåò âîëíà, áåãó-
ùàÿ ñëåâà íàïðàâî, à ñ îòðèöàòåëüíûì q îòâå÷àåò âîëíà, áåãóùàÿ ñïðàâà
íàëåâî. Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ôèçèêè òâ¼ðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
çàâèñèìîñòè ýíåðãèè E îò êâàçèèìïóëüñà q.

Îáñóäèì ñâîéñòâà ñïåêòðà ñ E < 0 â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå íà ïðè-
ìåðå ¾ðåø¼òêè Äèðàêà¿

U(x) = −G
+∞∑

n=−∞
δ(x− na) .
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Áëîõà, çàïèøåì ðåøåíèå â èíòåðâàëå na < x < (n + 1)a â
âèäå

ψn = exp[inθ]
{
A exp[κ(x− na)] +B exp[κ(na− x)]

}
,

à â èíòåðâàëå (n+ 1)a < x < (n+ 2)a â âèäå

ψn+1 = exp[i(n+ 1)θ]
{
A exp[κ(x− na− a)] +B exp[κ(na+ a− x)]

}
,

ãäå κ =
√

2m|E|/~. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè è óñëîâèå
íà ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = (n+ 1)a, ïîëó÷àåì

cosh(κa) = g
sinh(κa)

κa
+ cos θ , g =

mGa

~2
.

Äëÿ g � 1 ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè κ � 1. Çàìåíÿÿ cosh(κa) è
sinh(κa) íà exp(κa)/2, íàõîäèì

κ =
g

a

(
1 + 2e−g cos θ

)
, E = −~

2κ2

2m
= −mG

2

2~2

(
1 + 4 e−g cos θ

)
.

Â ýòîì âûðàæåíèè θ = qa/~ ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå −π < θ < π. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåïðåðûâíûé ñïåêòð ýíåðãèè ïðè E < 0 â óçêîé ïîëîñå
(çîíå) âáëèçè E0 = −mG2

2~2 (ýíåðãèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â δ-ÿìå) è øè-
ðèíîé

∆E =
4mG2

~2
e−g .

Íåïðåðûâíîñòü ñïåêòðà ñâÿçàíà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ÿì. Åñëè ÷èñëî ÿì
êîíå÷íî è ðàâíî N , òî ïðè g � 1 áóäåò ðîâíî N óðîâíåé, ðàñïîëîæåííûõ â
èíòåðâàëå ∆E.

Çàäà÷à 8.1.Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå N ÿì óðîâíè ýíåðãèè áóäóò

El = −mG
2

2~2

[
1 + 4 e−g cos

(
lπ

N + 1

)]
, l = 1, 2, . . . , N .

Óêàçàíèå: âîçüìèòå ñóïåðïîçèöèþ âîëíû, áåãóùåé íàïðàâî è âîëíû, áåãóùåé
íàëåâî, è ïîòðåáóéòå, ÷òîáû ïðè x < 0 è ïðè x > (N − 1)a áûëè òîëüêî
çàòóõàþùèå ýêñïîíåíòû.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÿì ïðè E < 0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííàÿ
è òîê ðàâåí íóëþ. Îäíàêî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÿì òîê íå ðàâåí íóëþ.

Çàäà÷à 8.2. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÿì ïðè g � 1
â ðàçðåø¼ííîé çîíå òîê ðàâåí

j =
2~κ
m
|AB| sin θ ,

ãäå θ = qa/~ è q � êâàçèèìïóëüñ.

48



Îáñóäèì ñïåêòð ñ E > 0 â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå

U(x) = G
+∞∑

n=−∞
δ(x− na) .

Óðàâíåíèå íà ñïåêòð èìååò âèä

cos(ka) = −g sin(ka)

ka
+ cos θ ,

g =
mGa

~2
, E =

~2k2

2m
.

(58)

Äëÿ g � 1 ïîëó÷àåì ðåøåíèå

ka = nπ

{
1− 1

g
[1− (−1)n cos θ]

}
, n� g, (59)

E =
~2(nπ)2

2ma2

{
1− 2

g
[1− (−1)n cos θ]

}
.

Ìû ïîëó÷èëè óäèâèòåëüíûé ðåçóëüòàò: íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçðå-
ø¼ííûõ è çàïðåù¼ííûõ çîí ïðè E > 0, õîòÿ ïðè ëþáîì êîíå÷íîì ÷èñëå ÿì
N ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Â íàøåì ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè (59) çî-
íû íà÷èíàþò ïåðåêðûâàòüñÿ, êîãäà n & g. Ïðè êîíå÷íîì N êîýôôèöèåíò
ïðîõîæäåíèÿ ñèëüíî çàâèñèò îò ýíåðãèè, è â ïðåäåëå N → ∞ êîýôôèöè-
åíò ïðîõîæäåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé çàïðåù¼ííîé
çîíå.
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ÐÀÇÄÅË 9. ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÃÀËÈËÅß
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå Ψ0(r) óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà â ïîòåíöèàëå U(r), îòâå÷àþùåå ýíåðãèè E0. Ìû ïåðåøëè â äâè-
æóùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, â êîòîðîé ÿìà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v. Ìû õîòèì âûðàçèòü ðåøåíèå Ψ(r, t) óðàâíåíèÿ

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) =

[
p̂2

2m
+ U(r − vt)

]
Ψ(r, t)

÷åðåç Ψ0(r) (ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà). Î÷åâèä-
íî, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàéòè ÷àñòèöó â êàêîé-òî òî÷êå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ îò
ýòîé òî÷êè äî ÿìû è íå çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ò. å.
|Ψ(r, t)|2 = |Ψ0(r − vt)|2. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèè Ψ(r, t) è Ψ0(r − vt) îò-
ëè÷àþòñÿ òîëüêî ôàçîé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Ψ(r, t) = exp

{
i

~

[
−
(
mv2

2
+ E0

)
t+mv · r

]}
Ψ0(r − vt) .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî Ψ(r, t) íå îòâå÷àåò ñîñòîÿíèþ ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé,
òàê êàê íå çàâèñèò îò âðåìåíè êàê exp(−iEt/~) çà ñ÷¼ò çàâèñèìîñòè îò âðå-
ìåíè â Ψ0(r−vt). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ýôôåêò íå ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì è ñóùå-
ñòâóåò òàêæå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå êëàññè÷åñêóþ
÷àñòèöó âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ u, òî ñêîðîñòü
÷àñòèöû áóäåò çàâèñåòü îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ÿìå. Åñëè ñêî-
ðîñòü ÷àñòèöû ïàðàëëåëüíà ñêîðîñòè ÿìû è ðàâíà v > u, òî ïîñëå ñîóäàðåíèÿ
ñî ñòåíêîé ÿìû ÷àñòèöà áóäåò èìåòü ñêîðîñòü, ðàâíóþ 2u− v 6= −v.
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ÐÀÇÄÅË 10. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ
Â ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

10.1. Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íåðåëÿòèâèñòñêîé
÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e è ñêîðîñòüþ v, äâèæóùåéñÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå,
êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ 4-õ ïîòåíöèàëîì Aµ(r, t) = (ϕ(r, t), A(r, t)), èìååò âèä

L =
mv2

2
− eϕ(r, t) +

e

c
A(r, t) · v .

Êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ, îòâå÷àþùèé ýòîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ðàâåí

p =
∂

∂v
L = mv +

e

c
A(r, t) .

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ÷àñòèöû ñâÿçàíà ñ êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñîì p
ñîîòíîøåíèåì

v =
p− e

c
A(r, t)

m
.

Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ðàâíà

E = p · v − L =
mv2

2
+ eϕ .

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû � ýòî ýíåðãèÿ, âûðàæåííàÿ ÷åðåç êàíîíè÷åñêèé èì-
ïóëüñ è êîîðäèíàòó:

H =

(
p− e

c
A(r, t)

)2

2m
+ eϕ(r, t) .

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ìàãíèòíîå ïîëå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

E = −∇ϕ(r, t)− 1

c

∂

∂t
A(r, t) , H =∇×A(r, t) .

Ýòè âûðàæåíèÿ èíâàðèàíòíû ïðè êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè âèäà

ϕ(r, t) = ϕ̃(r, t)− 1

c

∂

∂t
f(r, t) , A(r, t) = Ã(r, t) +∇ f(r, t) , (60)

ãäå f(r, t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîäåðæèò òîëüêî ýëåêòðè-

÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå è íå ñîäåðæèò ïîòåíöèàëû ϕ(r, t) è A(r, t):

m
d

d t
v = eE +

e

c
v ×H .
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Âûâîäû

1. Èçìåðÿòü ìîæíî òîëüêî êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû. Ïîòåí-
öèàë A(r, t) íå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûì. Ïîýòîìó ìîæíî
èçìåðèòü ñêîðîñòü v, íî íåëüçÿ èçìåðèòü êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ!

2. Ïîòåíöèàë ϕ(r, t) íå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûì. Ïîýòîìó íåëü-
çÿ èçìåðèòü ãàìèëüòîíèàí H! Ïðåäñòàâèì ñåáå ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â íå
çàâèñÿùåì îò âðåìåíè ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E , îïèñûâàåìîì ïîòåíöèàëîì
ϕ(r), ò. å. E = −∇ϕ(r) è H = p2/(2m) + eϕ(r). Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí íå
çàâèñèò îò âðåìåíè, òî, î÷åâèäíî, ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê
êàëèáðîâêå ϕ(r, t) = 0. Â ýòîé êàëèáðîâêå ïîÿâèòñÿ çàâèñÿùèé îò âðåìåíè
âåêòîð-ïîòåíöèàë A(r, t), è ãàìèëüòîíèàí ñòàíåò çàâèñÿùèì îò âðåìåíè:

A(r, t) = −cE t , H =
(p+ eE t)2

2m
.

Ãàìèëüòîíèàí ñòàë çàâèñåòü îò âðåìåíè, íî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ
íå ñîõðàíÿåòñÿ. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ãàìèëüòîíèàí, â îòëè÷èå îò ýíåðãèè,
íå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîé âåëè÷èíîé.

3. Ýíåðãèþ ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ìîæíî íàïèñàòü â
êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîì âèäå:

E =
mv2

2
+

∫
d3r
E2
tot +H2

tot

8π
,

ãäå E tot (Htot) � ñóììà âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Eex è ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ ÷àñòèöû Ep (âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿHex è ìàãíèòíîãî ïîëÿ
÷àñòèöû). Âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû è
ïîëÿ ïðè ïåðåìåùåíèè ÷àñòèöû ñâÿçàíî ñ ó÷¼òîì èíòåðôåðåíöèè âíåø-
íåãî ïîëÿ è ïîëÿ ÷àñòèöû. Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü ÷àñòèöà ñ çàðÿäîì e1 íàõîäèòñÿ â êóëî-
íîâñêîì ïîëå ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e2, r1 − r2 = R. Âûáåðåì r2 = 0, òîãäà
Eex(r) = e2r/r

3, Ep(r) = e1(r −R)/|r −R|3, òîãäà∫
d3r
Ep · Eex

4π
=
e1e2

4π

∫
d3r

(r −R)

|r −R|3
· r
r3

=

=
e1e2

4π

∫
d3r

(r −R)

|r −R|3
·
(
−∇1

r

)
=
e1e2

4π

∫
d3r

1

r
div

(r −R)

|r −R|3
=

= e1e2

∫
d3r

1

r
δ(r −R) =

e1e2

R
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âîñïðîèçâåëè êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë.
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Çàäà÷à 10.1.Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó ñ çàðÿäîì e â ïëîñêîì êîíäåíñà-
òîðå ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì E0 ìåæäó ïëàñòèíàìè. Íàïðàâèì îñü z âäîëü
ïîëÿ. Êàê èçâåñòíî, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû èìååò âèä

mv2/2− eE0z = const .

Ïîêàæèòå, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

U(z) =

∫
V

d3r
Ep · E0

4π
,

ãäå èíòåãðàë áåð¼òñÿ ïî îáëàñòè âíóòðè êîíäåíñàòîðà è Ep � êóëîíîâñêîå
ïîëå ÷àñòèöû, çà íà÷àëî êîîðäèíàò âûáðàí öåíòð êîíäåíñàòîðà.

10.2. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâ-
íåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå èìåþò âèä

Ĥ =

(
p̂− e

c
A(r, t)

)2

2m
+ eϕ(r, t) , i~

∂

∂t
ψ(r, t) = Ĥ ψ(r, t) . (61)

Ñëåäñòâèåì ýòèõ ôîðìóë ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

∂

∂t
ρ(r, t) + div j(r, t) = 0 ,

ρ(r, t) = |ψ(r, t)|2 ,

j(r, t) =
1

2

{
ψ∗(r, t)[v̂ ψ(r, t)] + [v̂ ψ(r, t)]∗ψ(r, t)

}
,

v̂ =
p̂− e

c
A(r, t)

m
.

(62)

Îïåðàòîðû ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö ρ̂X è ïëîòíîñòè òîêà ĵX , ñðåäíèå îò êî-
òîðûõ ñîâïàäàþò ñ ρ(X, t) è j(X, t), ðàâíû

ρ̂X = δ(X − r) , ĵX =
1

2
[v̂ ρ̂X + ρ̂X v̂] .

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ìàã-
íèòíîì ïîëå ìåæäó ñîáîé íå êîììóòèðóþò:

[v̂i, v̂j] =
1

m2

[
p̂i −

e

c
Ai , p̂j −

e

c
Aj

]
=

ie~
m2c

[
∂

∂xi
Aj −

∂

∂xj
Ai

]
=

ie~
m2c

εijkHk .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî ïî îñè z, òî ñóùåñòâóåò ñî-
îòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè vx è vy.
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Îáñóäèì êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Åñëè
ñäåëàòü îäíîâðåìåííóþ çàìåíó êîìïîíåíò ïîòåíöèàëà Aµ è âîëíîâîé ôóíê-
öèè ψ(r, t)

ϕ(r, t) = ϕ̃(r, t)− 1

c

∂

∂t
f(r, t) , A(r, t) = Ã(r, t) +∇ f(r, t) ,

ψ(r, t) = exp

(
ie

~c
f(r, t)

)
ψ̃(r, t) ,

(63)

òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà íà ôóíêöèþ ψ(r, t) ñ 4-õ ïîòåíöèàëîì A(r, t) ïå-

ðåéä¼ò â óðàâíåíèåØðåäèíãåðà íà ôóíêöèþ ψ̃(r, t) ñ 4-x ïîòåíöèàëîì Ã(r, t).
Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö è ïëîòíîñòü òîêà ñîõðàíÿò ñâîé âèä. Òà-
êèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîèçâîäèòü â ëþáîé êàëèáðîâêå, êîòîðàÿ
óäîáíà äëÿ äàííîé çàäà÷è.

10.3. Äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì

ìàãíèòíîì ïîëå, óðîâíè Ëàíäàó

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â îäíîðîäíîì, íå çàâèñÿùåì îò âðå-
ìåíè ìàãíèòíîì ïîëå H, íàïðàâëåííîì âäîëü îñè z. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè, óðàâíåíèåØðåäèíãåðà íå ìîæåò áûòü âûðàæåíî òîëüêî ÷åðåç
ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ. Îíî ñîäåðæèò 4-õ ïîòåíöèàë, ÷òî ïðèâîäèò
ê íàáëþäàåìûì ýôôåêòàì, êîòîðûå îòñóòñòâóþò â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäè-
íàìèêå (òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò Ààðîíîâà � Áîìà, êîòîðûé ìû îáñóäèì
ïîçæå). Â ñèëó êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè, êîíêðåòíûé âèä ïîòåíöèàëà
ìîæåò áûòü âûáðàí ðàçíûé. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êàëèáðîâêó Ay = H x, â
êîòîðîé ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä p̂2

x

2m
+

(
p̂y −

e

c
H x
)2

2m
+

p̂2
z

2m

ψ1(r) = E ψ1(r) .

Òàê êàê ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò y è z íåò, òî ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå

ψ1(r) = exp

[
i

~
(qy y + qz z)

]
Ψ1(x) .

Ïîëó÷àåì: [
p̂2
x

2m
+
mω2(x− x0)

2

2

]
Ψ1(x) = εΨ1(x) ,

ω =
eH
mc

, x0 =
c qy
eH

, ε = E − q2
z

2m
.

(64)
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Ìû èìååì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñî ñäâèíóòûì íà÷àëîì îòñ÷¼òà, ò. å.

E =
q2
z

2m
+ ~ω (n+ 1/2) , Ψ1(x) = χn(x− x0) ,

ãäå χn(x) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ n-ãî óðîâíÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè çäåñü è íèæå ìû ñ÷èòàåì e > 0. Ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ ðåøå-
íèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òàê íàçûâàåìûì óðîâíÿì Ëàíäàó, ñëåäóþùèå.

1. Ýíåðãèÿ E íå çàâèñèò îò èìïóëüñà qy.

2. Ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà êàíîíè÷åñêîãî èìïóëüñà p̂y íå ðàâíî íóëþ, à
ñðåäíåå çíà÷åíèå v̂y ðàâíî íóëþ.

3. |ψ(r)| = |χn(x−x0)|, ò. å. ñóùåñòâóåò ëîêàëèçàöèÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè x,
öåíòð ïîëîñû íàõîäèòñÿ â òî÷êå x0, êîòîðàÿ çàâèñèò îò qy, è õàðàêòåðíàÿ

øèðèíà ïîëîñû ðàâíà ∆x ∼
√

~
mω

(n+ 1/2) .

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííîå ðåøåíèå ñîâåðøåííî íå ïîõîæå íà ëàðìîðîâñêèé
êðóæîê, ê êîòîðîìó ìû ïðèâûêëè â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Åñëè ìû
âûáåðåì êàëèáðîâêó Ax = −Hy, òî ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä

ψ2(r) = exp

[
i

~
(qx x+ qz z)

]
χn(y − y0) , y0 = −c qx

eH
.

Ìû èìååì ïîëîñó, ëîêàëèçîâàííóþ âäîëü y. Ïåðåõîä îò ïåðâîé êàëèáðîâêè êî
âòîðîé êàëèáðîâêå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(x, y) = H xy. Îä-

íàêî ψ1(r) íå ïîëó÷àåòñÿ èç ψ2(r) ïðîñòûì óìíîæåíèåì íà exp

(
ie

~c
H xy

)
.

Âñ¼ äåëî â âûðîæäåíèè (ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò ñîîòâåòñòâóþùåãî èìïóëü-
ñà â äàííîé êàëèáðîâêå). Ïîýòîìó ñóììà ðåøåíèé ñ äàííîé ýíåðãèåé òîæå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïðàâèëüíîå ñîîòíîøåíèå òàêîå (ïîïðîáóéòå äîêàçàòü):

exp(iqyy/~)χn

(
x− cqy

eH

)
= (−i)n exp

(
ie

~c
H xy

) √
2π~c
eH
×

×
∫

dqx
2π~

exp
(
−i c qxqy

~eH

)
exp(iqxx/~)χn

(
y +

cqx
eH

)
.

(65)

Â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå åñòü äâà îïåðàòîðà, x̂0 è ŷ0, êîòîðûå êîììó-
òèðóþò ñ ãàìèëüòîíèàíîì â ëþáîé êàëèáðîâêå:

x̂0 =
c

eH

(
p̂y −

e

c
Ay

)
+ x̂ , ŷ0 = − c

eH

(
p̂x −

e

c
Ax

)
+ ŷ .

Êëàññè÷åñêèìè àíàëîãàìè ýòèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû öåíòðà ëàð-
ìîðîâñêîãî êðóæêà. Îäíàêî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ýòè îïåðàòîðû ìåæäó ñî-
áîé íå êîììóòèðóþò:

[x̂0, ŷ0] = −i ~c
eH

.
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ÐÀÇÄÅË 11. ÎÐÁÈÒÀËÜÍÛÉ ÌÎÌÅÍÒ

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îðáèòàëüíûé ìîìåíò ÷àñòèöû M èìååò âèä
M = [r × p] è èìååò òàêóþ æå ðàçìåðíîñòü, êàê è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Ïî-

ýòîìó â êâàíòîâîé ìåõàíèêå óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíûé îïåðàòîð l̂ óãëîâîãî
ìîìåíòà

l̂ =
1

~
[r × p̂].

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà êîììóòàòîðà ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ, íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

[l̂i, l̂j] = iεijk l̂k , [l̂i, l̂
2] = 0 ,

[l̂i, x̂j] = iεijkx̂k , [l̂i, p̂j] = iεijkp̂k .
(66)

Òàê êàê ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû îïåðàòîðà l̂ ìåæäó ñîáîé íå êîììóòèðóþò,
òî íåëüçÿ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñäåëàòü îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
îïåðàòîðîâ ðàçíûõ êîìïîíåíò l̂. Îäíàêî ìîæíî íàéòè ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ
îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà, íàïðèìåð, l̂z è îïåðàòîðà
l̂2. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè. Îïåðàòîðû l̂z è l̂

2 â ñôåðè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä

l̂z = −i ∂
∂ϕ

, l̂2 = −
[

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ

]
, (67)

ãäå ϕ è θ � àçèìóòàëüíûé è ïîëÿðíûé óãëû.
Ïóñòü â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷à-

ñòèöó ïîä àçèìóòàëüíûì óãëîì ϕ ðàâíà ψ(ϕ). Ïîâåðí¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò
âîêðóã îñè z íà óãîë α ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
àçèìóòàëüíûé óãîë ϕ̃ ÷àñòèöû áóäåò ðàâåí ϕ̃ = ϕ − α, à àìïëèòóäà âåðîÿò-
íîñòè � ψ̃(ϕ̃) = ψ(ϕ), òàê êàê àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè çàâèñèò îò òî÷êè, íî
íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîýòîìó

ψ̃(ϕ) = ψ(ϕ+ α) = exp

(
α
∂

∂ϕ

)
ψ(ϕ) = exp(iαl̂z)ψ(ϕ) .

Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ̃(ϕ) â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (çäåñü
ϕ � àçèìóòàëüíûé óãîë â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) ïîëó÷àåòñÿ èç âîëíîâîé

ôóíêöèè ψ(ϕ) â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äåéñòâèåì îïåðàòîðà exp(iαl̂z).
Òàê êàê îñü z âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, òî óíèòàðíûé îïåðàòîð

Ûα(ζ) = exp(iα ζ · l̂) ,

ãäå ζ � åäèíè÷íûé âåêòîð, ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäè-
íàò íà óãîë α âîêðóã îñè ζ. Ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòà ñ
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ïîìîùüþ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ Ûα1
(ζ1) è Ûα2

(ζ2). Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå
óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì, òî ñóùåñòâó-
þò ζ3 è α3 òàêèå, ÷òî

Ûα3
(ζ3) = Ûα2

(ζ2)Ûα1
(ζ1) .

Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîðû Ûα(ζ) îáðàçóþò ãðóïïó âðàùåíèé. Òàê êàê

ïðè ìàëûõ α èìååì Ûα(ζ) ≈ 1+ iα ζ · l̂, òî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîðû l̂ ÿâëÿþòñÿ
ãåíåðàòîðàìè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïîâîðîòîâ.

Íàïèñàâ óðàâíåíèå l̂zΦm = mΦm, íàõîäèì, ÷òî

Φm(θ, ϕ) = exp(imϕ)F (θ) .

Èç îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè ïðè ïîâîðîòå íà φ = 2π ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ m îïåðàòîðà l̂z ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Òàê êàê îñü z âûáðà-
íà ïðîèçâîëüíî, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ζ · l̂, ãäå |ζ| = 1, òàêæå
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Λ ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà a l̂x + b l̂y + c l̂z ðàâíû Λ =

√
a2 + b2 + c2m, ãäå m � öåëûå ÷èñëà.

Èç ïðèâåä¼ííûõ ôîðìóë ñëåäóåò âàæíîå ïðàâèëî: ÷òîáû îïðåäåëèòü,
îáëàäàåò ëè ÷àñòèöà îïðåäåë¼ííîé ïðîåêöèåé óãëîâîãî ìîìåíòà íà îñü ζ,
äîñòàòî÷íî ñîâåðøèòü ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïðîèçâîëüíûé óãîë α
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã îñè ζ. Åñëè ïðè ýòîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïå-
ðåéä¼ò ñàìà â ñåáÿ, óìíîæåííàÿ íà eimα, òî ÷àñòèöà îáëàäàåò ïðîåêöèåé m
íà îñü ζ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà l̂2 ââåä¼ì îïåðàòîðû

l̂+ = l̂x + il̂y , l̂− = l̂x − il̂y , (68)

ãäå l̂+ íàçûâàåòñÿ ïîâûøàþùèì îïåðàòîðîì, à l̂− íàçûâàåòñÿ ïîíèæàþùèì
îïåðàòîðîì, (l̂+)+ = l̂−. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòè îïåðàòîðû èìåþò
ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä

l̂± = exp(±iϕ)

(
± ∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂ϕ

)
.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ l̂+, l̂− è l̂z ñëåäóþùèå:

[l̂z, l̂+] = l̂+ , [l̂z, l̂−] = −l̂− , [l̂+, l̂−] = 2l̂z .

Ïîýòîìó

l̂z(l̂+Φm) = ([l̂z, l̂+] + l̂+l̂z)Φm = (m+ 1)l̂+Φm ,

l̂z(l̂−Φm) = ([l̂z, l̂−] + l̂−l̂z)Φm = (m− 1)l̂−Φm .

Ñëåäîâàòåëüíî,

l̂+Φm = AmΦm+1 , l̂−Φm = BmΦm−1 .
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû Am è Bm, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

l̂2Φm = λΦm ,

è ïðåäñòàâèì l̂2 â âèäå

l̂2 = l̂+l̂− + l̂2z − l̂z = l̂−l̂+ + l̂2z + l̂z .

Èñïîëüçóÿ íîðìèðîâêó ôóíêöèé Φm(θ, ϕ),∫
dΩ |Φm(θ, ϕ)|2 = 1 , dΩ = sin θ dθ dϕ ,

ïîëó÷àåì
A2
m = λ−m(m+ 1) , B2

m = λ−m(m− 1) .

Ïðîöåññ ïîâûøåíèÿ ïðîåêöèè ìîìåíòà ñ ïîìîùüþ l̂+ ïðåêðàòèòñÿ, íà÷èíàÿ
ñ êàêîãî-òî m = l, åñëè λ = l(l + 1). Ïðè ýòîì ïðîöåññ ïîíèæåíèÿ ïðîåêöèè

ìîìåíòà ñ ïîìîùüþ l̂− ïðåêðàòèòñÿ ïðè m = −l. Òàêèì îáðàçîì,

Am =
√
l(l + 1)−m(m+ 1) , Bm =

√
l(l + 1)−m(m− 1) . (69)

Îêîí÷àòåëüíî, ìû èìååì (2l + 1) ôóíêöèé Yl,m(θ, φ),

l̂2 Yl,m(θ, ϕ) = l(l + 1)Yl,m(θ, ϕ) , l̂z Yl,m(θ, ϕ) = mYl,m(θ, ϕ) ,

l̂+ Yl,m(θ, ϕ) =
√
l(l + 1)−m(m+ 1)Yl,m+1(θ, ϕ) ≡

≡
√

(l −m)(l +m+ 1)Yl,m+1(θ, ϕ) ,

l̂− Yl,m(θ, ϕ) =
√
l(l + 1)−m(m− 1)Yl,m−1(θ, ϕ) ≡

≡
√

(l +m)(l −m+ 1)Yl,m−1(θ, ϕ) ,

(70)

ïðè÷¼ì Yl,m(θ, ϕ) ∝ exp(imϕ). Ìîæíî îïåðàòîðàì l̂2, l̂z è l̂± ñîïîñòàâèòü
ìàòðèöû ðàçìåðîì (2l + 1)× (2l + 1):

(L2)m′,m = l(l + 1) δm′,m , (Lz)m′,m = mδm′,m ,

(L+)m′,m = δm′,m+1

√
l(l + 1)−m(m+ 1) ,

(L−)m′,m = δm′,m−1

√
l(l + 1)−m(m− 1) ,

(71)

èìåþùèå òå æå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå îïå-
ðàòîðû. Èç ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî

〈l,m| l̂2x |l,m〉 =
〈
l,m

∣∣∣ l̂2y |l,m〉 =
〈
l,m

∣∣∣ l̂2 − l̂2z
2

∣∣∣l,m〉 =
l(l + 1)−m2

2
.

Çäåñü è äàëåå ñîñòîÿíèå |l,m〉 � ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà l̂2 è l̂z:

l̂2|l,m〉 = l(l + 1)|l,m〉, l̂z|l,m〉 = m|l,m〉. Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðè ìàêñè-

ìàëüíîé ïðîåêöèè ìîìåíòà m = l ñðåäíåå 〈l, l| l̂2x |l, l〉 = l/2 íå ðàâíî íóëþ �
ýòî ÷èñòî êâàíòîâûé ýôôåêò.
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Òàê êàê Yl,m(θ, ϕ) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ýðìèòîâûõ îïå-

ðàòîðîâ l̂z è l̂
2, òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè∫

dΩY ∗l′,m′(θ, ϕ)Yl,m(θ, ϕ) = δl,l′ δm,m′ .

Äëÿ l′ = m′ = 0 ïîëó÷àåì∫
dΩYl,m(θ, ϕ) = 0 ïðè l 6= 0 .

Ôóíêöèè Yl,m(θ, ϕ) îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð, ò. å. ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
Ψ(θ, ϕ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïî ϕ ñ ïåðèîäîì 2π, íà èíòåðâàëå
0 ≤ θ ≤ π ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ψ(θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

cl,m Yl,m(θ, ϕ) , cl,m =

∫
dΩY ∗l,m(θ, ϕ) Ψ(θ, ϕ) . (72)

Åñëè
∫
dΩ |Ψ(θ, ϕ)|2 = 1 , òî

∞∑
l=0

l∑
m=−l

|cl,m|2 = 1 .

Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî cl,m ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäîé âåðîÿòíîñòè íàéòè
÷àñòèöó, îïèñûâàåìóþ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ(θ, ϕ), â ñîñòîÿíèè ñ îðáèòàëü-
íûì ìîìåíòîì l è ñ ïðîåêöèåé ìîìåíòà m íà îñü z. Âåëè÷èíà |cl,m|2 ÿâëÿåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé âåðîÿòíîñòüþ. Ìîæíî çàäàòü âîïðîñ î òîì, êàêàÿ áóäåò àì-
ïëèòóäà âåðîÿòíîñòè c̃l,m′ íàéòè ÷àñòèöó, îïèñûâàåìóþ âîëíîâîé ôóíêöèåé
Ψ(θ, ϕ), â ñîñòîÿíèè ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l è ïðîåêöèåé ìîìåíòà m′ íà
îñü z′ â ïîâ¼ðíóòîé îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðîèçâîëü-
íûé îïåðàòîð ïîâîðîòà ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå

Û = Ûγ(ez) Ûβ(ey) Ûα(ez) ,

ãäå γ, β è α íàçûâàþòñÿ óãëàìè Ýéëåðà, à ex, ey, è ez � åäèíè÷íûå âåêòîðû

âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Û íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ
îòâå÷àåò ïîâîðîòó ñèñòåìû êîîðäèíàò XY Z ñíà÷àëà âîêðóã îñè z íà óãîë
α (XY Z → X ′Y ′Z ′), çàòåì â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X ′Y ′Z ′ �
ïîâîðîòó âîêðóã íîâîé îñè Y ′ íà óãîë β (X ′Y ′Z ′ → X ′′Y ′′Z ′′), çàòåì â íîâîé
ñèñòåìå X ′′Y ′′Z ′′ � ïîâîðîòó âîêðóã íîâîé îñè Z ′′ íà óãîë γ.

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì Û íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ (72),
òîãäà

Ψ̃(θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

l∑
m′=−l

Yl,m′(θ, ϕ)
[
eim

′γ d
(l)
m′,m(β)eimαcl,m

]
=
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=
∞∑
l=0

l∑
m′=−l

c̃l,m′ Yl,m′(θ, ϕ) ,

d
(l)
m′,m(β) =

∫
dΩY ∗l,m′(θ, ϕ)Ûβ(ey)Yl,m(θ, ϕ) .

Îêîí÷àòåëüíî,

c̃l,m′ =
l∑

m=−l

D
(l)
m′,m(α, β, γ) cl,m , D

(l)
m′,m(α, β, γ) = eim

′ γ d
(l)
m′,m(β)eimα .

Êîýôôèöèåíòû D
(l)
m′,m(α, β, γ) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû ëèíåé-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé â (2l + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îòâå÷àþùèõ òð¼õìåð-
íîìó ïîâîðîòó, îïèñûâàåìîìó óãëàìè Ýéëåðà α, β, γ. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì

ÿçûêå ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû D
(l)
m′,m(α, β, γ) îáðàçóþò (2l + 1)-ìåðíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ãðóïïû âðàùåíèé. Åñòåñòâåííî, ÷òî ìàòðèöà D
(l)
m′,m(α, β, γ) ÿâëÿ-

åòñÿ óíèòàðíîé, ò. ê. îíà ñâÿçûâàåò êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â
äâóõ ðàçëè÷íûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ.

Ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé èìååò âèä

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Yl,m(θ, ϕ)Y ∗l,m(θ′, ϕ′) = δ(n− n′) ,

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð, ÷ü¼ íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ óãëàìè θ è ϕ,
íàïðàâëåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà n′ îïðåäåëÿåòñÿ óãëàìè θ′ è ϕ′, ôóíêöèÿ
δ(n− n′) îïðåäåëåíà òàê, ÷òî∫

dΩ δ(n− n′) f(θ, ϕ) = f(θ′, ϕ′) .

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà
l∑

m=−l

|Yl,m(θ, ϕ)|2

íå çàâèñèò îò ϕ è θ. Çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòû ëåãêî ïîëó÷èòü,
âîñïîëüçîâàâøèñü íîðìèðîâêîé. Â ðåçóëüòàòå èìååì

l∑
m=−l

|Yl,m(θ, ϕ)|2 =
2l + 1

4π
.
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11.1. Ïîñòðîåíèå ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå p2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

p2 = (n · p)2 + p2 − (n · p)2 = (n · p)2 + ([n× p])2 = (n · p)2 +
M 2

r2
. (73)

Àíàëîãè÷íî, ëàïëàñèàí â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

4 = 4r −
l̂2

r2
,

ãäå 4r � ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ëàïëàñèàíà,

4r =
1

r

∂2

∂r2
r =

1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
=

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûå ïîëèíîìû P ñòåïåíè l:

P =
∑

n1+n2+n3=l

cn1n2n3 x
n1yn2zn3 .

Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå ïîëèíîìû, óäîâëåòâîðÿþùèå äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè-
÷åíèþ 4P = 0 (ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû), ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíê-

öèÿìè îïåðàòîðà l̂2 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì l(l + 1). Äåéñòâèòåëüíî, òàê
êàê

x = r sin θ cosϕ , y = r sin θ sinϕ , z = r cos θ ,

òî ïîëèíîì P ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå P = rl F (θ, ϕ). Ïîäñòàâèâ ýòó ôîðìó
â óðàâíåíèå Ëàïëàñà 4P = 0, ïîëó÷àåì

l̂2P = l(l + 1)P .

Îñòàëîñü òîëüêî âûáðàòü ñðåäè ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ òàêèå, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà l̂z ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
m. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

x+ iy

r
= sin θ eiϕ ,

x− iy
r

= sin θ e−iϕ ,
z

r
= cos θ ,

x2 + y2

r2
= 1− z2

r2
= sin2 θ .

Ïîýòîìó

Yl,m = il+m+|m| (x+ iλy)|m|

rl

nmax∑
n=0

an (x2 + y2)n zl−|m|−2n , λ = sign(m) . (74)
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Çäåñü nmax � ìàêñèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, ìåíüøåå èëè ðàâíîå (l − |m|)/2,
âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû an íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ òîãî, ÷òî rlYl,m ÿâ-
ëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì ïîëèíîìîì, è èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Ïðè äàííîì
âûáîðå ôàçû â ôîðìóëå (74) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Yl,−m = (−1)l−m Y ∗l,m .

Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Yl,m(π − θ, φ+ π) = (−1)l Yl,m(θ, φ) ,

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ r → −r.
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè:

Y0,0 =
1√
4π

, Y1,±1 = ∓i
√

3

8π

(x± iy)

r
, Y1,0 = i

√
3

4π

z

r
,

Y2,±2 = −
√

15

32π

(x± iy)2

r2
, Y2,±1 = ±

√
15

8π

(x± iy) z

r2
,

Y2,0 =

√
5

16π

(x2 + y2 − 2z2)

r2
.

(75)

Äëÿ ëþáûõ l èìååì

Yl,0 = il
√

2l + 1

4π
Pl(cos θ) , Yl,±l = (∓i)l

√
(2l + 1)!

4π

(x± iy)l

2l l!rl
.

Çäåñü Pl(z) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ[
∂

∂z
(1− z2)

∂

∂z
+ l(l + 1)

]
Pl(z) = 0 , Pl(1) = 1 ,

Pl(z) =
1

2ll!

d l

dzl
(z2 − 1)l,

∫ 1

−1

dz P 2
l (z) =

2

2l + 1
.

(76)

Ïðèâåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñîîòíîøåíèé:

l∑
m=−l

Y ∗l,m(θ, ϕ)Yl,m(θ′, ϕ′) =
2l + 1

4π
Pl(n · n′) .

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñëå ñóììèðîâà-
íèÿ ïîm ðåçóëüòàò ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò n·n′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçóëü-
òàò äîëæåí áûòü ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé l̂2 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì l(l + 1)
(òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ òàêîé ôóíêöèåé). Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü äîëæ-
íà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà Pl(n · n′). Ïîëàãàÿ n = n′, íàõîäèì êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ñëåäóÿ òîé æå ëîãèêå, íåòðóäíî ïîêàçàòü , ÷òî∫

dΩ1 Pl(n2 · n1)Pl′(n3 · n1) = δl,l′
4π

2l + 1
Pl(n2 · n3) .
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Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

Yl,m(θ = 0, ϕ) = il
√

2l + 1

4π
δ0,m ,

íàéä¼ì ñâÿçü ìåæäó ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Yl,m(θ, ϕ) è ìàòðèöåé ïîâî-

ðîòîâ D
(l)
m′,m(α, β, γ):

Yl,m(θ, ϕ) = il
√

2l + 1

4π
D

(l)
0,m(ϕ, θ, 0) .

11.2. Òåíçîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âðàùåíèé

Îáñóäèì åù¼ îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðàññìîò-
ðèì ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè êîòîðîì íîâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà x̃i

ñâÿçàíû ñî ñòàðûìè êîîðäèíàòàìè xi ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïîâîðîòà U i
j :

x̃i = U i
j x

j ,

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ íèæíèì è âåðõíèì
èíäåêñàì. Òåíçîðîì n-ãî ðàíãà T i1i2...in îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé âðàùå-
íèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îáúåêò ñ n èíäåêñàìè, êîòîðûé
ïðè ïîâîðîòå ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå êîìïîíåíò âåêòîðîâ:

T̃ i1i2...in = U i1
j1
U i2
j2
. . . U in

jn
T j1j2...jn .

Ìàòðèöû ïîâîðîòà U j
i ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (UT = U−1) ñ ðàâíûì åäè-

íèöå îïðåäåëèòåëåì:

U i′

i U
j′

j δ
ij = δi

′j′ , U i′

i U
j′

j δi′j′ = δij , det(U) = 1 ,

ò. å. δ̃ij = δij. Òåíçîð íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè T̃ i1i2...in = T i1i2...in.
Ñëåäîâàòåëüíî, δij ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì. Êðîìå δij äëÿ ãðóïïû
âðàùåíèé èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì ÿâëÿåòñÿ εijk, òàê êàê

U i′

i U
j′

j U
k′

k ε
ijk = det(U) εi

′j′k′ = εi
′j′k′ .

Åñëè T i1i2...in ñâåðíóòü ñ δi1i2 (ò. å. âû÷èñëèòü ñëåä ïî èíäåêñàì i1 è i2), òî
ïîëó÷èòñÿ òåíçîð ðàíãà n−2: δi1i2T

i1i2i3...in. Òåíçîð íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì,
åñëè ñâ¼ðòêà òåíçîðà ïî ëþáûì äâóì èíäåêñàì i è j ñ δij è ñ εijk äà¼ò íîëü,
ò. å. íåëüçÿ ïîíèçèòü ðàíã òåíçîðà. Äëÿ ãðóïïû âðàùåíèé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ
íåïðèâîäèìûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïî âñåì èíäåêñàì ñ ðàâíûì
íóëþ ñëåäîì ïî ëþáûì äâóì èíäåêñàì. Ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè l
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ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè íåïðèâîäèìîãî òåíçîðà T i1...il ðàíãà l, ïîñòðîåííîãî
èç òåíçîðîâ ti1...in = xi1xi2 . . . xin è r2δij, ãäå r2 =

∑
i x

ixi. Íàïðèìåð:

T i = ti , T ij = tij − r2

3
δij , T ijk = tijk − r2

5
(δijtk + δiktj + δjkti) . (77)

Ïîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò òåíçîðà T i1...il ðàâíî
(2l + 1). Íàéä¼ì ñíà÷àëà p � êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðà ti1...il. Îíî ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

n1 + n2 + n3 = l ,

ãäå n1, n2 è n3 ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâîì åäèíèö, äâîåê è òðîåê. Òàê êàê êîëè-
÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ n1 + n2 = k ðàâíî k + 1, òî

p =
l∑

k=0

(k + 1) =
(l + 1)(l + 2)

2
.

Òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà íóëþ ñëåäà ïî äâóì èíäåêñàì ñîîòâåòñòâóåò l(l− 1)/2
óñëîâèÿì. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò áåññëåäîâîãî ñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðà ðàíãà l ðàâíî

(l + 1)(l + 2)

2
− l(l − 1)

2
= 2l + 1 ,

è ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé Ylm ïðè äàííîì l. Ñôåðè-
÷åñêèå ôóíêöèè Yl,m ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîìïîíåíò íåïðè-

âîäèìîãî òåíçîðà T i1...il. Íàïðèìåð, äëÿ l = 2 èç (77) èìååì T ij = xixj− r
2

3
δij,

r2Y2,±2 ∝ T 11 − T 22 ± 2iT 12 , r2Y2,±1 ∝ T 13 ± iT 23 , r2Y2,0 ∝ T 33 . (78)

Òèïè÷íûå çàäà÷è

1. Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèÿ ñ l = 1 è m = ±1, 0. Îïåðàòîðû l̂ è exp(iγ l̂z) â
áàçèñå Y1,m èìåþò âèä

l̂z =

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 , l̂x =
1√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , l̂y =
1

i
√

2

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0

 ,

exp(iαl̂z) =

 eiα 0 0
0 1 0
0 0 e−iα

 = 1 + i sinα l̂z + (cosα− 1) l̂2z .
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Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ζ èìååì

exp(iα ζ · l̂) = 1 + i sinα (ζ · l̂) + (cosα− 1) (ζ · l̂)2 .

Îòñþäà íàõîäèì

Û = Ûγ(ez) Ûβ(ey) Ûα(ez) =

=


ei(γ+α) cos2(β/2) eiγ

sin β√
2

ei(γ−α) sin2(β/2)

−eiα sin β√
2

cos β e−iα
sin β√

2

e−i(γ−α) sin2(β/2) −e−iγ sin β√
2

e−i(γ+α) cos2(β/2)

 . (79)

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ìàòðèöû ìîæíî îòâåòèòü, íàïðèìåð, íà ñëåäóþùèé âî-
ïðîñ. Ïóñòü ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè c l = 1 è ñ ïðîåêöèåé m = 1
íà îñü z. Íàäî íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà áóäåò èìåòü ïðîåêöèè
ìîìåíòàm = ±1, 0 íà îñü z′, íàïðàâëåííóþ ïîä óãëîì β ê îñè z. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëèì

Û

 1
0
0

 =


ei(γ+α) cos2(β/2)

−eiα sin β√
2

e−i(γ−α) sin2(β/2)

 . (80)

Ïîýòîìó

W1 = cos4(β/2) , W0 =
sin2 β

2
, W−1 = sin4(β/2) .

Åñòåñòâåííî, âåðîÿòíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò óãëà β ìåæäó îñüþ z è z′.

2. Ðåøèì ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó äðóãèì ñïîñîáîì. Íàøà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ðàâíà Ψ = Y1,1. Â ñèñòåìå, â êîòîðîé çà îñü z âûáðàíà îñü âäîëü âåêòîðà
ζ, òà æå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä

Ψ = c1Ỹ1,1 + c0Ỹ1,0 + c−1Ỹ1,−1 .

Ðàññìîòðèì ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðîâ ζ · l̂ è (ζ · l̂)2. Ìàòðè÷íûå ýëå-
ìåíòû ýòèõ ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí íå çàâèñÿò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîýòîìó
ìû âû÷èñëèì èõ â îäíîé ñèñòåìå è â äðóãîé ñèñòåìå, à çàòåì ïðèðàâíÿåì
ðåçóëüòàòû. Èìååì

〈Ψ|ζ · l̂|Ψ〉 = cos β = |c1|2 − |c−1|2 ,

〈Ψ|(ζ · l̂ )2|Ψ〉 =
1 + cos2 β

2
= |c1|2 + |c−1|2 ,

1 = |c1|2 + |c0|2 + |c−1|2 .

(81)
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå � ýòî óñëîâèå íîðìèðîâêè. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ζ · l̂ = cos β l̂z + sin β l̂x è
ó÷ò¼ì, ÷òî 〈1, 1|l̂x|1, 1〉 = 0. Äàëåå, çàïèøåì

(ζ · l̂ )2 = cos2 β l̂2z + sin2 β l̂2x + sin β cos β (l̂z l̂x + l̂xl̂z)

è ó÷ò¼ì, ÷òî

〈1, 1|l̂2x|1, 1〉 =
1

2
, 〈1, 1|(l̂z l̂x + l̂xl̂z)|1, 1〉 = 0 .

Ðåøàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî |ci|2, íàõîäèì W1 =
|c1|2, W0 = |c0|2 è W−1 = |c−1|2.

3. Ïóñòü ÷àñòèöà îïèñûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé
Ψ =

√
5/(4π)x2/r2, ãäå ìû ó÷ëè ñîîòíîøåíèå

∫
dΩx4/r4 = 4π/5 . Íà-

äî íàéòè âåðîÿòíîñòè èìåòü ðàçëè÷íûå îðáèòàëüíûå ìîìåíòû l è ðàç-
ëè÷íûå ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà m íà îñü z. Ïîëèíîì âòîðîé ñòåïå-
íè x2 íå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì ïîëèíîìîì. Ïîýòîìó ïðåäñòàâèì åãî
â âèäå x2 = (x2 − r2/3) + r2/3. Ñëàãàåìîå r2/3 ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íûì è ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó l = 0, à ñëàãàåìîå (x2 − r2/3)
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè è ñîîòâåòñòâóåò ìî-
ìåíòó l = 2. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì

Ψ =

√
5

3
Y0,0 +

1

3
Y2,0 −

1√
6

(Y2,2 + Y2,−2) .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ Wl,m = |cl,m|2 íàõîäèì

W0,0 =
5

9
, W2,0 =

1

9
, W2,2 =

1

6
, W2,−2 =

1

6
.

4. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ψ(θ, ϕ) = Yl,m(θ, ϕ)YL,M(θ, ϕ) .

Òàê êàê Yl,m ∝ exp(imϕ), YL,M ∝ exp(iM ϕ), òî Ψ ∝ exp[i(m + M)ϕ].
Äàëåå, rl+LΨ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè l + L, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêèì ïîëèíîìîì. ×¼òíîñòü Ψ ðàâíà (−1)l+L. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïî-
íÿòü ñòðóêòóðó Ψ, ïðîùå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåíçîðíûì ïðåäñòàâëåíè-
åì ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü
èç Ψ ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì, íàäî âû÷åñòü è ïðèáàâèòü ê ïðîèçâåäåíèþ
T i1...ilT i1...iL ñîîòâåòñòâóþùèå ñâ¼ðòêè ïî ÷¼òíîìó ÷èñëó èíäåêñîâ. Ïîýòî-
ìó Ψ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ψ(θ, ϕ) =

nmax∑
n=0

an Yl+L−2n,m+M(θ, ϕ) , nmax = min(l, L) ,

ãäå an � íåêîòîðûå ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, â ñóììå ïðèñóòñòâóþò îðáè-
òàëüíûå ìîìåíòû îò |L− l| äî L+ l ÷åðåç äâà.
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ÐÀÇÄÅË 12. ÑÏÈÍ

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e â îäíîðîäíîì

ìàãíèòíîì ïîëå H è âûáåðåì êàëèáðîâêó A =
1

2
[H× r̂]:

Ĥ =
1

2m

(
p̂− e

2c
[H× r]

)2

=
1

2m
p̂2 − e~

2mc
l̂ ·H+

e2

8mc2
[H× r̂]2 ,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå [r × p̂] = ~l̂.
Ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñ ìàã-

íèòíûì ïîëåì, ðàâåí δH = −µ ·H. Ïîýòîìó ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî îïåðàòîð
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, ñâÿçàííûé ñ äâèæåíèåì çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, ðàâåí

µ̂ =
e~

2mc
l̂ ,

à ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâëåííîì âäîëü îñè

z, ðàâíà E = −e~ lz
2mc

H. Äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïîëÿ, çàâèñÿùåãî îò z, ìîæíî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà ÷àñòèöó áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà Fz =
e~ lz
2mc

(
∂

∂z
H
)
,

çàâèñÿùàÿ îò lz. Ïðè äàííîì l êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ñ ðàçíûìè lz ðàâíî 2l+1
� íå÷¼òíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ñ÷èòàëîñü, ÷òî ïðè ïðîïóñêàíèè àòîìîâ ÷åðåç îá-
ëàñòü ñ ãðàäèåíòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïó÷îê íåïîëÿðèçîâàííûõ ÷àñòèö, ñîäåð-
æàùèõ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ñ ðàçíûìè lz, áóäåò ðàñùåïëÿòüñÿ íà
íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ïó÷êîâ èç-çà ðàçíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû. Îä-
íàêî â îïûòàõ Øòåðíà è Ãåðëàõà (1922 ã.) ïðè ïðîõîæäåíèè ïó÷êà íåéòðàëü-
íûõ àòîìîâ ñåðåáðà ÷åðåç îáëàñòü ñ íåîäíîðîäíûì ïîïåðå÷íûì ìàãíèòíûì
ïîëåì áûëè âèäíû äâà ïÿòíà! Ýòî ïðèâåëî Óëåíáåêà è Ãàóäñìèòà â 1925 ã. ê
ãèïîòåçå î ñóùåñòâîâàíèè âíóòðåííåãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà (ñïèíà), ðàâíîãî
1/2. Ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàêñèìàëüíîé (J) è ìèíèìàëüíîé
(−J) ïðîåêöèé ìîìåíòà íåîáõîäèìî, ÷òîáû 2J + 1 áûëî öåëûì ÷èñëîì. Ýòî
âîçìîæíî êàê ïðè öåëîì J , òàê è ïðè ïîëóöåëîì J . Äëÿ îðáèòàëüíîãî óã-
ëîâîãî ìîìåíòà ïîëóöåëîãî l áûòü íå ìîæåò, ÷òî ñâÿçàíî ñ îäíîçíà÷íîñòüþ
ïðîñòðàíñòâåííîé âîëíîâîé ôóíêöèè, à äëÿ âíóòðåííåãî ìîìåíòà òàêîãî òðå-
áîâàíèÿ íåò. Îïåðàòîð âíóòðåííåãî ìîìåíòà (ñïèí) îáû÷íî îáîçíà÷àþò Ŝ.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ êîìïîíåíò Ŝi îïåðàòîðà ñïèíà òàêèå æå, êàê
è äëÿ êîìïîíåíò l̂i îïåðàòîðà îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà

[Ŝi, Ŝj] = iεijkŜk , [Ŝi, Ŝ
2] = 0 . (82)

Îäíàêî îïåðàòîð ñïèíà êîììóòèðóåò ñ r, p̂ è l̂, òàê êàê äåéñòâóåò íà âíóò-
ðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû, à íå íà ïðîñòðàíñòâåííûå. Âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâî-
áîäû îïèñûâàþòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèåé. Äëÿ êàæäîé ÷à-
ñòèöû îïåðàòîð ñïèíà èìååò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå: äëÿ ýëåêòðîíà, ïðîòî-
íà, íåéòðîíà, íåéòðèíî S = 1/2. Ýëåêòðîí ìîæåò èìåòü ïðîåêöèè íà îñü z
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Sz = ±1/2, è åãî âíóòðåííþþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ χ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

χ = a |1/2, 1/2〉+ b |1/2,−1/2〉 = aχ+ + bχ− = a

(
1
0

)
+ b

(
0
1

)
=

(
a
b

)
,

ãäå |S, Sz〉 îçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñî ñïèíîì S è ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z Sz,
a � àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó ñî ñïèíîì 1/2 â ñîñòîÿíèè ñ ïðî-
åêöèåé Sz = +1/2, à b � àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó ñî ñïèíîì
1/2 â ñîñòîÿíèè ñ Sz = −1/2. Äâóõêîìïîíåíòíûé ñòîëáåö íàçûâàåòñÿ ñïèíî-
ðîì. Èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííûå âûøå ôîðìóëû (70) äëÿ îïåðàòîðîâ ìîìåíòà,
íàõîäèì:

Ŝzχ+ =
1

2
χ+ , Ŝzχ− = −1

2
χ− ,

Ŝ+χ+ = 0 , Ŝ+χ− = χ+ ,

Ŝ−χ+ = χ− , Ŝ−χ− = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðó ñïèíà Ŝ äëÿ S = 1/2 ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìàòðèöû

S =
1

2
σ , σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
, (83)

ãäå σ íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïàóëè. Ýòè ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèÿì

σiσj = δijI + iεijkσk ,

σiσj + σjσi = 2δij I , σiσj − σjσi = 2iεijkσk , (a · σ)2 = a2I ,

Spσi = 0 , Sp (σiσj) = 2δij .

(84)

Çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 2× 2. Ëþáóþ ìàòðèöó U ðàçìåð-
íîñòè 2× 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U = aI + b · σ , a =
1

2
SpU , b =

1

2
Sp(Uσ) .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö Ïàóëè, íàõîäèì ìàòðèöó ïîâîðîòà
íà óãîë α âîêðóã îñè ζ :

Uα(ζ) = eiα ζ·Ŝ = exp

(
i

2
α ζ · σ

)
= I cos(α/2) + i(ζ · σ) sin(α/2) . (85)

Ìàòðèöà ïîâîðîòà, âûðàæåííàÿ ÷åðåç óãëû Ýéëåðà, èìååò ïðîñòîé âèä

Û = Ûγ(ez) Ûβ(ey) Ûα(ez) =

(
ei(γ+α)/2 cos(β2 ) ei(γ−α)/2 sin(β2 )

−ei(α−γ)/2 sin(β2 ) e−i(γ+α)/2 cos(β2 )

)
. (86)
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1. Îòâåòèì íà âîïðîñ, êàêîé äîëæåí áûòü ñïèíîð â íàøåé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
åñëè àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè èìåòü ïðîåêöèþ ñïèíà 1/2 íà îñü ζ â ñèñòåìå,
îïðåäåëÿåìîé óãëàìè Ýéëåðà, ðàâíà åäèíèöå. Èìååì(

1
0

)
= U

(
a
b

)
, èëè

(
a
b

)
= U−1

(
1
0

)
= U+

(
1
0

)
.

Îêîí÷àòåëüíî

χζ =

(
a
b

)
= e−iγ/2

(
e−iα/2 cos(β/2)
eiα/2 sin(β/2)

)
. (87)

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü íàéòè ýëåêòðîí ñ ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z
1/2 ðàâíà W1/2 = cos2(β/2), à âåðîÿòíîñòü íàéòè ýëåêòðîí ñ ïðîåêöèåé
ñïèíà íà îñü z −1/2 ðàâíà W−1/2 = sin2(β/2). Ñïèíîð χζ ìîæíî ïîëó÷èòü
äðóãèì ñïîñîáîì. Î÷åâèäíî, îí ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà
(ζ · σ) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì åäèíèöå. Èìååì(

cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ − cos θ

) (
a
b

)
=

(
a
b

)
,

ãäå θ è φ � ïîëÿðíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû âåêòîðà ζ, êîìïîíåíòû êîòî-
ðîãî ðàâíû ζx = sin θ cosφ, ζy = sin θ sinφ è ζz = cos θ. Ðåøàÿ óðàâíåíèå

(e−iφ sin θ) b = (1− cos θ) a

ñ ó÷¼òîì íîðìèðîâêè |a|2 + |b|2 = 1, íàõîäèì a = e−iφ/2 cos(θ/2) è
b = eiφ/2 sin(θ/2), ÷òî ñîâïàäàåò ñ (87) ïðè α = φ è β = θ (ñ òî÷íîñòüþ äî
îáùåãî íåñóùåñòâåííîãî ìíîæèòåëÿ e−iγ/2).

2. Îòâåòèì òåïåðü íà îáðàòíûé âîïðîñ. Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ñïèíîð χ.
Íàéòè íàïðàâëåíèå ζ, äëÿ êîòîðîãî àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè èìåòü ïðîåê-
öèþ ñïèíà +1/2 ðàâíà åäèíèöå. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ñïèíîð
èìååò òðè íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà (äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, ñâÿçàííûå îä-
íèì óñëîâèåì íîðìèðîâêè), è ó íàñ åñòü òðè óãëà Ýéëåðà, ÷òîáû ïîâîðîòîì
ïðåâðàòèòü ñïèíîð χ â ñïèíîð χ+. Ïðîñòåéøåå ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñü z íàïðàâëåíà
âäîëü âåêòîðà ζ. Â ýòîé ñèñòåìå

〈χ+|σi |χ+〉 = δi 3 .

Ïîýòîìó â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå

〈χ|σ |χ〉 = ζ .

Èòàê, äëÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì S = 1/2 âñåãäà ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå, äëÿ
êîòîðîãî ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé ïðîåêöèÿ ñïèíà ðàâíà 1/2. Äëÿ S > 1/2,
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âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ïðîèçâîëüíûé
ñòîëáåö ñ 2S + 1 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè ïðåâðàùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîâî-
ðîòà â ñòîëáåö ñ îäíèì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì.

3. Ñî ñïèíîì ñâÿçàí ñïèíîâûé ìàãíèòíûé ìîìåíò. Îïåðàòîðû ñïèíîâûõ ìàã-
íèòíûõ ìîìåíòîâ ýëåêòðîíà, ïðîòîíà è íåéòðîíà ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ
ðàâíû

µ̂e s = − |e|~
2mec

σ , µ̂p s = 2,79
|e|~

2mpc
σ , µ̂n s = −1,91

|e|~
2mpc

σ .

Çäåñü e = −|e| � çàðÿä ýëåêòðîíà, µB = |e|~/(2mec) � ìàãíåòîí Áîðà,
µN = |e|~/(2mpc) � ÿäåðíûé ìàãíåòîí. Ïîëíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåê-
òðîíà ðàâåí

µ̂e = −µB (l̂ + 2Ŝ) .

Ïîñêîëüêó ïó÷êè ýëåêòðîíîâ èìåþò ìàêðîñêîïè÷åñêèå ðàçìåðû, òî â ñèëó
ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé ðàçáðîñ ∆lz ÿâëÿåòñÿ îãðîìíîé âåëè÷è-
íîé. Ïîýòîìó, ïðè ïðîõîæäåíèè ïó÷êà ýëåêòðîíîâ ÷åðåç ïðèáîð Øòåðíà �
Ãåðëàõà ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçäåëåíèå íåïîëÿðèçîâàííîãî ïó÷êà ýëåêòðî-
íîâ íà íåñêîëüêî ïó÷êîâ â çàâèñèìîñòè îò ïðîåêöèè ñïèíà íå ïðîèñõîäèò.
Ïîýòîìó ýôôåêò Øòåðíà � Ãåðëàõà íàáëþäàåòñÿ òîëüêî ïðè ïðîõîæäå-
íèè ÷åðåç ãðàäèåíò ïîëÿ íåéòðàëüíûõ ÷àñòèö.

4. Ñïèí ôîòîíà. Ðàññìîòðèì ôîòîí ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k, ïàðàëëåëüíûì
îñè z. Âîëíîâîé ôóíêöèåé ôîòîíà ÿâëÿåòñÿ åãî âåêòîð ïîëÿðèçàöèè. Äëÿ
öèðêóëÿðíî-ïîëÿðèçîâàííîãî ôîòîíà ïîëÿðèçàöèÿ ελ ðàâíà

ελ =
1√
2

(ex + iλ ey) ,

ãäå ex è ey � åäèíè÷íûå âåêòîðû, ïàðàëëåëüíûå îñÿì x è y, λ = ±1,
λ = +1 îòâå÷àåò ïðàâî-ïîëÿðèçîâàííîìó ôîòîíó, à λ = −1 îòâå÷àåò
ëåâî-ïîëÿðèçîâàííîìó ôîòîíó. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óçíàòü, îáëàäàåò ëè ôî-
òîí îïðåäåë¼ííîé ïðîåêöèåé óãëîâîãî ìîìåíòà íà îñü z, ñîâåðøèì ïîâîðîò
ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë α âîêðóã îñè z. Èìååì

ex = e′x cosα− e′y sinα , ey = e′x sinα + e′y cosα ,

ελ = eiλα
1√
2

(e′x + iλ e′y) .
(88)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà íà îñü z äëÿ öèðêóëÿðíî-
ïîëÿðèçîâàííîãî ôîòîíà ðàâíà λ, à ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûé ôîòîí ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ñîñòîÿíèé ñ ïðîåêöèåé óãëîâîãî ìîìåíòà +1 è −1.
Âûâîä: ñïèí ó ôîòîíà ðàâåí åäèíèöå. À ãäå æå ñîñòîÿíèå ñ ïðîåêöèåé ñïè-
íà íîëü íà îñü z? Òàêîé ïðîåêöèè îòâå÷àë áû âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ε = ez,
íî ó ôîòîíà k · ε = 0.
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12.1. Óðàâíåíèå Ïàóëè

Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà ñî ñïèíîì S = 1/2, ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì
e è ñïèíîâûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì µs âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïàóëè

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) = ĤΨ(r, t) ,

Ĥ =

(
p̂− e

c
A(r, t)

)2

2m
+ eϕ(r, t)− µsσ ·H ,

Ψ(r, t) =

(
a(r, t)
b(r, t)

)
.

(89)

Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåòü èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ, íàì íàäî ïîëó÷èòü óðàâ-
íåíèå íåïðåðûâíîñòè, ñëåäóþùåå èç óðàâíåíèÿ Ïàóëè. Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê
è ïðè âûâîäå ïëîòíîñòè òîêà ρ(r, t) è òîêà j(r, t) äëÿ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà,
ìû ïîëó÷èì äëÿ óðàâíåíèÿ Ïàóëè

∂

∂t
ρ(r, t) + divjk(r, t) = 0 ,

ρ(r, t) = Ψ+(r, t)Ψ(r, t) ,

jk(r, t) =
1

2

{
Ψ+(r, t)[v̂Ψ(r, t)] + [v̂Ψ(r, t)]+Ψ(r, t)

}
,

v̂ =
p̂− e

c
A(r, t)

m
.

(90)

Îäíàêî, óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê òîêó jk(r, t) ïðè-
áàâèòü òàê íàçûâàåìûé ñïèíîâûé òîê js(r, t), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðîòîðîì
íåêîòîðîãî âåêòîðà, ïîñêîëüêó äèâåðãåíöèÿ ðîòîðà ðàâíà íóëþ. Äëÿ òîãî,
÷òîáû íàéòè ñïèíîâûé òîê, íåîáõîäèìî äåéñòâîâàòü äðóãèì ñïîñîáîì, àíà-
ëîãè÷íûì òîìó, êîòîðûé èñïîëüçóþò â ýëåêòðîäèíàìèêå ñïëîøíûõ ñðåä. À
èìåííî, ýëåêòðè÷åñêèé òîê Jch(r, t) ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

Jch(r, t) = −c
∫
d3r′Ψ+(r′, t)

δĤ

δA(r, t)
Ψ(r′, t) , (91)

êîòîðûé ñâÿçàí ñ òîêîì j(r, t) = jk(r, t)+js(r, t) ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
Jch(r, t) = ej(r, t) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ js(r, t) (ïðîâåðüòå)

js(r, t) =
cµs
e
∇×

[
Ψ+(r, t)σΨ(r, t)

]
.

Èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò óñëîâèå íîðìèðîâêè∫
d3rΨ+(r, t)Ψ(r, t) =

∫
d3r [ |a(r, t)|2 + |b(r, t)|2 ] = 1 .
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Ôóíêöèÿ |a(r, t)|2 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó â òî÷êå
r â ìîìåíò âðåìåíè t ñ ïðîåêöèåé ñïèíà +1/2, à ôóíêöèÿ |b(r, t)|2 ÿâëÿåò-
ñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó â òî÷êå r â ìîìåíò âðåìåíè t ñ
ïðîåêöèåé ñïèíà −1/2.

12.2. Äâèæåíèå ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Ãåéçåíáåðãà äëÿ îïåðàòîðà ñïèíà

d

dt
Ŝ =

i

~
[Ĥ, Ŝ] = −iµs

~S
[Ŝ ·H, Ŝ] = − µs

~S
[H× Ŝ] .

Òàêèì îáðàçîì, ñïèí êðóòèòñÿ âîêðóã ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ìãíîâåííîé ÷àñòî-
òîé Ω = −µsH/(~S). Äëÿ ýëåêòðîíà ýòà ÷àñòîòà ðàâíà Ω = |e|H/(mc). Åñëè
ìàãíèòíîå ïîëå íå çàâèñèò îò âðåìåíè è êîîðäèíàòû, òî H · Ŝ íå çàâèñèò îò
âðåìåíè, ò. å. óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè ñïèíà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîõðàíÿ-
åòñÿ.

Îáñóäèì ÿâëåíèå ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå
ñïèíà S = 1/2 ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöû â ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëå

(Hx,Hy,Hz) = (H1 cos(ωt),−H1 sin(ωt), H0) .

Óðàâíåíèå Ïàóëè èìååò âèä

i~
∂

∂t

(
a
b

)
= −µs

(
H0 eiωtH1

e−iωtH1 −H0

) (
a
b

)
èëè

i~ ȧ = −µs
[
H0 a+ eiωtH1 b

]
,

i~ ḃ = −µs
[
e−iωtH1 a−H0 b

]
.

Ìû áóäåì ðåøàòü ýòè óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a(0) = 1, b(0) = 0.
Ïåðåéä¼ì îò ïåðåìåííûõ a è b ê ïåðåìåííûì a1 è b1:

a = a1e
iωt/2 , b = b1e

−iωt/2 .

Ïîëó÷àåì

i~ ȧ1 = − [(µsH0 − ~ω/2) a1 + µsH1 b1] ,

i~ ḃ1 = − [µsH1 a1 − (µsH0 − ~ω/2)b1] .

Ýòó ñèñòåìó óäîáíî ñíîâà ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

i~
∂

∂t
Ψ1(t) = −[(µsH0 − ~ω/2)σz + µsH1 σx] Ψ1(t) , Ψ1(t) =

(
a1

b1

)
.

72



Ðåøåíèå ýòîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

Ψ1(t) = exp(itΩ · σ)Ψ1(0) ,

Ω = (µsH0/~− ω/2) ez + (µsH1/~) ex , Ψ1(0) =

(
1
0

)
.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàóëè, íàõîäèì

Ψ1(t) =
[

cos(Ωt) + i
(Ω · σ)

Ω
sin(Ωt)

]
Ψ1(0) ,

Ω =
√

(µsH0/~− ω/2)2 + (µsH1/~)2 .

(92)

Îêîí÷àòåëüíî,

W1/2(t) = |a(t)|2 = cos2(Ωt) +
(µsH0/~− ω/2)2

Ω2
sin2(Ωt) ,

W−1/2(t) = |b(t)|2 =
(µsH1/~)2

Ω2
sin2(Ωt) .

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå W−1/2(t) ðàâíî (µsH1/~)2/Ω2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî
çíà÷åíèå ðàâíÿëîñü åäèíèöå, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ~ωR = 2µsH0

(óñëîâèå ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà). Ýòî óñëîâèå èìååò ïðîñòîé ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë. Ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå îòâå÷àåò ïîëþ
öèðêóëÿðíî-ïîëÿðèçîâàííîãî ôîòîíà, äâèæóùåãîñÿ âäîëü îñè z. Ïðè ïîãëî-
ùåíèè ôîòîíà ýíåðãèÿ ñèñòåìû äîëæíà èçìåíèòüñÿ íà ~ω, à ïðè ïåðåâîðîòå
ñïèíà ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ íà 2µsH0. Ïðèðàâíèâàÿ äâà çíà÷åíèÿ, ïîëó-
÷àåì óñëîâèå ðåçîíàíñà. Øèðèíà ðåçîíàíñà î÷åâèäíî ðàâíà δω ∼ µsH1/~, à
êà÷åñòâî ñèãíàëà îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì δω/ωR ∼ H1/H0 � 1.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ðåçîíàíñà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè îïðåäåë¼ííîì
çíàêå ω. Ýòî ñâÿçàíî ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà íà îñü
z. Åñëè ôîòîí áûë ëåâî-ïîëÿðèçîâàííûì, òî åãî ïðîåêöèÿ ìîìåíòà áûëà −1.
Òîãäà îí ìîæåò ïîãëîòèòüñÿ, åñëè ñîñòîÿíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñ íàèíèçøåé
ýíåðãèåé îòâå÷àåò ïðîåêöèè ìîìåíòà Sz = +1/2. Ïîñëå ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà è
ïåðåâîðîòà ñïèíà ïðîåêöèÿ ìîìåíòà áóäåò Sz = −1/2, ò. å. ðàâíà ñóììàðíîé
íà÷àëüíîé ïðîåêöèè ìîìåíòà.

Çàäà÷à 12.1. Ðàññìîòðèòå ßÌÐ äëÿ ñïèíà S = 1, íàéäèòåW1(t),W0(t),
W−1(t) ïðè óñëîâèè W1(0) = 1.
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ÐÀÇÄÅË 13. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

Ðàññìîòðèì äâà îïåðàòîðà ñïèíà Ŝ1 è Ŝ2 äëÿ äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ÷àñòèö (èëè îïåðàòîð ñïèíà Ŝ è îïåðàòîð óãëîâîãî ìîìåíòà L̂, èëè äâà

îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà L̂1 è L̂2, äåéñòâóþùèå íà óãëîâûå ïåðåìåííûå
ðàçíûõ ÷àñòèö). Ââåä¼ì îïåðàòîð Ĵ ïîëíîãî ñïèíà, Ĵ = Ŝ1 + Ŝ2. Òàê êàê

[Ŝ1, Ŝ2] = 0, òî êîììóòàòîðû êîìïîíåíò Ĵ òàêèå æå, êàê è ó êîìïîíåíò ëþ-
áîãî îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà:

[Ĵi, Ĵj] = iεijkĴk .

Ââåä¼ì ôóíêöèè

|S1,m1;S2,m2〉 ≡ |S1,m1〉 |S2,m2〉 . (93)

Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Ĵz = Ŝ1z + Ŝ2z ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè m1 +m2. Îäíàêî, îíè íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Ĵ2 = (Ŝ1 + Ŝ2)

2, òàê êàê

Ĵ2 = Ŝ2
1 + Ŝ2

2 + 2Ŝ1zŜ2z + Ŝ1+Ŝ2− + Ŝ1−Ŝ2+ ,

è ïîâûøàþùèå (ïîíèæàþùèå) îïåðàòîðû ìåíÿþò ïðîåêöèè ìîìåíòîâ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôóíêöèé òàê, ÷òî ñóììàðíàÿ ïðîåêöèÿ îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé.
Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ Ĵz, Ĵ

2,
Ŝ2

1 è Ŝ2
2 . Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèé (93):

|J,M〉 =
∑

|m|≤S1,|M−m|≤S2

CJ,M
S1,m;S2,M−m |S1,m〉 |S2,M −m〉 , (94)

ãäå CJ,M
S1,m;S2,M−m íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Êëåáøà � Ãîðäàíà. Ïîëíûé

ñïèí J , êàê ìû óâèäèì íèæå, ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ |S1 − S2| ≤ J ≤ S1 + S2.
Ôóíêöèè |J,M〉 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ îðòîãîíàëüíîñòè

〈J ′,M ′|J,M〉 = δJ, J ′δM,M ′ .

×èñëî ôóíêöèé (94) ðàâíî

N =

S1+S2∑
J=|S1−S2|

(2J + 1) = 2
(S1 + S2 + |S1 − S2|)(S1 + S2 − |S1 − S2|+ 1)

2
+

+ (S1 + S2 − |S1 − S2|+ 1) = (2S1 + 1)(2S2 + 1) ,

ò. å. ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ôóíêöèé (93). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (94) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåõîä îò îäíîãî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ê äðóãîìó. Ñëåäîâà-
òåëüíî, CJ,M

S1,m;S2,M−m ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé ìàòðèöåé ïåðåõîäà. Â äåéñòâèòåëü-
íîñòè, èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà îáùåé ôàçû âîëíîâûõ ôóíêöèé ñ
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äàííûì J è ðàçíûìè M , ìîæíî ñäåëàòü êîýôôèöèåíòû Êëåáøà � Ãîðäà-
íà âåùåñòâåííûìè, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàòðèöà CJ,M

S1,m;S2,M−m ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé. Ïîýòîìó

|S1,m1〉 |S2,m2〉 =

S1+S2∑
J=|S1−S2|, J≥|m1+m2|

CJ,m1+m2

S1,m1;S2,m2
|J,m1 +m2〉 . (95)

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà � Ãîð-
äàíà.
1. Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå ñ íàèáîëüøåé ïðîåêöèåé ìîìåíòà. Îíî âñåãî îäíî

|S1 + S2, S1 + S2〉 = |S1, S1〉 |S2, S2〉 .

Ïîäåéñòâóåì íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîíèæàþùèì îïå-
ðàòîðîì J− = S1− + S2−, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

J−|J, J〉 =
√

2J |J, J − 1〉.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

|S1 + S2, S1 + S2 − 1〉 =

√
S1

S1 + S2
|S1, S1 − 1〉 |S2, S2〉+

+

√
S2

S1 + S2
|S1, S1〉 |S2, S2 − 1〉 .

(96)

Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì J−, ïîëó÷àåì âñå ñîñòî-
ÿíèÿ |S1 + S2,M〉. Ïîñòðîèì òåïåðü ñîñòîÿíèå, îðòîãîíàëüíîå ê
|S1 + S2, S1 + S2 − 1〉, íî ñ òîé æå ïðîåêöèåé S1 + S2 − 1. Î÷åâèäíî, ýòî
ñîñòîÿíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê

|S1 + S2 − 1, S1 + S2 − 1〉 =

√
S2

S1 + S2
|S1, S1 − 1〉 |S2, S2〉−

−
√

S1

S1 + S2
|S1, S1〉 |S2, S2 − 1〉 .

(97)

Äåéñòâóÿ óæå íà îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîðîì J−, ïîëó÷àåì âñå
ñîñòîÿíèÿ |S1+S2−1,M〉. Ôóíêöèþ |S1+S2−2, S1+S2−2〉 ìîæíî ïîëó÷èòü,
åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè ê |S1 + S2, S1 + S2 − 2〉
è |S1 + S2 − 1, S1 + S2 − 2〉, ïîñëå ÷åãî ìû äåéñòâóåì íà ýòó ôóíêöèþ
îïåðàòîðîì J− è ïîëó÷àåì âñå ñîñòîÿíèÿ |S1 + S2 − 2,M〉, è ò. ä.
Ïðèìåð S1 = S2 = 1/2:

|1, 1〉 = |1/2, 1/2〉1 |1/2, 1/2〉2,

|1, 0〉 =

√
1

2
|1/2,−1/2〉1 |1/2, 1/2〉2 +

√
1

2
|1/2, 1/2〉1 |1/2,−1/2〉2 ,
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|0, 0〉 =

√
1

2
|1/2,−1/2〉1 |1/2, 1/2〉2 −

√
1

2
|1/2, 1/2〉1 |1/2,−1/2〉2 .

Ñîñòîÿíèÿ |J,−M〉 ïîëó÷àþòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ |J,M〉 èçìåíåíèåì çíàêà âñåõ
ïðîåêöèé.
Ïðèìåð S1 = 3/2, S2 = 1/2:

|2, 2〉 = |3/2, 3/2〉 |1/2, 1/2〉,

|2, 1〉 =

√
3

2
|3/2, 1/2〉 |1/2, 1/2〉+

1

2
|3/2, 3/2〉 |1/2,−1/2〉 ,

|2, 0〉 =
1√
2
|3/2,−1/2〉 |1/2, 1/2〉+

1√
2
|3/2, 1/2〉 |1/2,−1/2〉 ,

|1, 1〉 =
1

2
|3/2, 1/2〉 |1/2, 1/2〉 −

√
3

2
|3/2, 3/2〉 |1/2,−1/2〉 ,

|1, 0〉 =
1√
2
|3/2,−1/2〉 |1/2, 1/2〉 − 1√

2
|3/2, 1/2〉 |1/2,−1/2〉 .

Êîãäà ñêëàäûâàþò îäèíàêîâûå ñïèíû S1 = S2 = S, òî ôóíêöèè ñ ñóììàð-
íûìè ñïèíàìè 2S, 2S−2, 2S−4 . . . ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëü-
íî ïåðåñòàíîâêè 1 ↔ 2, à ôóíêöèè ñ ñóììàðíûìè ñïèíàìè
2S − 1, 2S − 3, 2S − 5, . . . ÿâëÿþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâêè 1↔ 2.

2. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ìû õîòèì ñëîæèòü ñïèíû S1 = 2 è S2 = 1, íî
íàñ èíòåðåñóþò íå âñå ôóíêöèè, à òîëüêî |1, 0〉. Òîãäà ïðåäûäóùèé ìåòîä
íå ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì, è ìû ïîñòóïèì ïî-äðóãîìó. Çàïèøåì îáùèé âèä
ôóíêöèè |1, 1〉:

|1, 1〉 = a |2, 2〉 |1,−1〉+ b |2, 1〉 |1, 0〉+ c |2, 0〉 |1, 1〉 .

Ïîäåéñòâóåì íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîâûøàþùèì îïå-
ðàòîðîì J+ è ïðèðàâíÿåì ðåçóëüòàò ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèÿ

a+
√

2b = 0 , b+
√

3c = 0 , a2 + b2 + c2 = 1 .

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

|1, 1〉 =

√
3

5
|2, 2〉 |1,−1〉 −

√
3

10
|2, 1〉 |1, 0〉+

√
1

10
|2, 0〉 |1, 1〉 .

Äåéñòâóÿ óæå íà ýòó ôóíêöèþ ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì, íàõîäèì

|1, 0〉 =

√
3

10
|2, 1〉 |1,−1〉 − 2√

10
|2, 0〉 |1, 0〉+

√
3

10
|2,−1〉 |1, 1〉 .
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3. Ýëåêòðîí â àòîìå âîäîðîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l è
ñïèíîì S = 1/2. Ïîëíûé ìîìåíò J ìîæåò ðàâíÿòüñÿ J = l±1/2 äëÿ l 6= 0
è J = 1/2 äëÿ l = 0. Ñîñòîÿíèå ñ îïðåäåë¼ííûì ïîëíûì J è Jz = M
íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì ñïèíîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ ΩJ, l,M :

Ωl+1/2, l,M = a |l, M − 1/2〉|1/2, 1/2〉+ b |l, M + 1/2〉|1/2,−1/2〉 =

=

(
a Yl,M−1/2(θ, ϕ)
b Yl,M+1/2(θ, ϕ)

)
,

Ωl−1/2, l,M = b |l, M − 1/2〉|1/2, 1/2〉 − a |l, M + 1/2〉|1/2,−1/2〉 =

=

(
b Yl,M−1/2(θ, ϕ)
−a Yl,M+1/2(θ, ϕ)

)
,

∫
Ω+
J, l,MΩJ, l,M sin θ dθ dϕ = 1 .

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû a è b. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü
ñôåðè÷åñêîãî ñïèíîðà Ωl+1/2, l,M íà îïåðàòîð

Ĵ2 = l̂2 + Ŝ2 + 2l̂z Ŝz + l̂+ Ŝ− + l̂− Ŝ+ .

Ðåøàÿ óðàâíåíèå√
l + 1/2−M a =

√
l + 1/2 +M b , a2 + b2 = 1 ,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Ωl+1/2, l,M =
1√

2l + 1

( √
l + 1/2 +M Yl,M−1/2(θ, ϕ)√
l + 1/2−M Yl,M+1/2(θ, ϕ)

)
,

Ωl−1/2, l,M =
1√

2l + 1

( √
l + 1/2−M Yl,M−1/2(θ, ϕ)

−
√
l + 1/2 +M Yl,M+1/2(θ, ϕ)

)
.

4. Ðàññìîòðèì äâà ýëåêòðîíà, ó êîòîðûõ óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè ñïèíîâ
ðàâåí θ. Íàäî íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììàðíûé ñïèí ñèñòåìû ðà-
âåí åäèíèöå èëè ðàâåí íóëþ. Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëåäóþùèé.
Íàïðàâèì îñü z âäîëü ñïèíà ïåðâîãî ýëåêòðîíà. Òîãäà

ψ1 = χ+ , ψ2 = cos(θ/2)χ+ + sin(θ/2)χ− ,

Ψ = ψ1 ψ2 = cos(θ/2) |1, 1〉+ sin(θ/2)
|1, 0〉+ |0, 0〉√

2
.

Ïîýòîìó

W1 = cos2(θ/2) +
1

2
sin2(θ/2) =

1

4
(3 + cos θ) ,

W0 = 1−W1 =
1

4
(1− cos θ) .
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Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ñðåäíåå 〈Ψ|Ĵ2|Ψ〉.
Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ 〈J,M |Ĵ2|J,M〉 = J(J + 1) è

〈Ψ|Ĵ2|Ψ〉 =
∑
J,M

〈Ψ|Ĵ2|J,M〉〈J,M |Ψ〉 =
∑
J,M

J(J + 1) |〈J,M |Ψ〉|2 =

=
∑
J,M

J(J + 1)wJ,M =
∑
J

J(J + 1)WJ , WJ =
∑
M

wJ,M .

Ïîýòîìó

〈Ψ|Ĵ2|Ψ〉 = 2W1 = 〈Ψ|Ŝ2
1 + Ŝ2

2 + 2Ŝ1 · Ŝ2|Ψ〉 =
3

4
+

3

4
+

1

2
cos θ ⇒

⇒ W1 =
1

4
(3 + cos θ) .

13.1. Âåêòîðíàÿ òåîðåìà

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà B̂ ñ îïåðàòîðîì óã-
ëîâîãî ìîìåíòà îïðåäåëÿþò ïðåîáðàçîâàíèå B̂ ïðè ïîâîðîòàõ. Òàê, ñêàëÿð-
íûé îïåðàòîð Ĉ êîììóòèðóåò ñ Ĵ :

[Ĉ, Ĵ ] = 0 .

Çàäà÷à 13.1. Ïîêàæèòå, ÷òî

〈J,M | Ĉ |J ′,M ′〉 = Q(J) δM,M ′ δJ,J ′ ,

ãäå Q(J) íå çàâèñèò îò M . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèòå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

〈J,M |[Ĉ, Ĵz]|J ′,M ′〉, 〈J,M |[Ĉ, Ĵ2]|J ′,M ′〉, 〈J,M |Ĵ−Ĉ Ĵ+|J,M〉 è èñïîëüçóéòå
ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà Ĵ , à òàêæå ñîîòíîøåíèå (Ĵ−)+ = Ĵ+.

Äëÿ âåêòîðíûõ îïåðàòîðîâ Â èìååì

[Âi, Ĵj] = iεijkÂk .

Çàäà÷à 13.2. Íàïèøèòå, ÷åìó ðàâåí êîììóòàòîð êîìïîíåíò îïåðàòîðà
óãëîâîãî ìîìåíòà Ĵi ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðíîãî îïåðàòîðà T̂j k.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà

A = 〈J,M | Â |J,M ′〉 ,

ïðè÷¼ì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äèàãîíàëåí ïî J , íî íå îáÿçàòåëüíî äèàãîíàëåí
ïî M . Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìóþ âåê-
òîðíóþ òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä ýòîé òåîðåìû.
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Îí îñíîâàí íà òîì ñîîáðàæåíèè, ÷òî âåêòîðA äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí
âåêòîðó 〈J,M | Ĵ |J,M ′〉 . Ïîýòîìó

〈J,M | Â |J,M ′〉 = 〈J,M | Ĵ (Â · Ĵ)

Ĵ2
|J,M ′〉 =

=
〈J,M |(Â · Ĵ) |J,M〉

J(J + 1)
〈J,M | Ĵ |J,M ′〉,

(98)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî (Â · Ĵ) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíî ïî-

âîðîòîâ, ò. å. [Ĵ , (Â · Ĵ)] = 0 . Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà
èñïîëüçîâàíèè òîæäåñòâà (äîêàæèòå)

[Ĵ2, [Ĵ2, Â]] = 2(Ĵ2 Â+ Â Ĵ2)− 4Ĵ (Â · Ĵ) . (99)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó. Äâå ÷àñòèöû ñî ñïèíàìè S1 è
S2 íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ ïîëíûì ñïèíîì J . Íàäî íàéòè 〈J,M | Ŝ1 |J,M ′〉.
Èìååì

〈J,M | Ŝ1 |J,M ′〉 =
〈J,M | (Ŝ1 · Ĵ) |J,M〉

J(J + 1)
〈J,M | Ĵ |J,M ′〉 .

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈J,M | (Ŝ1 · Ĵ) |J,M〉. Äëÿ ýòîãî èñ-
ïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå

Ŝ2 = Ĵ − Ŝ1 ⇒ Ŝ2
2 = Ĵ2 + Ŝ2

1 − 2(Ŝ1 · Ĵ) . (100)

Ïîýòîìó

〈J,M | (Ŝ1 · Ĵ) |J,M〉 =
1

2
[J(J + 1) + S1(S1 + 1)− S2(S2 + 1)] . (101)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè S1 = S2

〈J,M | Ŝ1 |J,M ′〉 =
1

2
〈J,M | Ĵ |J,M ′〉 .

Ïîýòîìó ìàãíèòíûé ìîìåíò ïîçèòðîíèÿ ðàâåí íóëþ. Íàïîìíèì, ïîçèòðî-
íèé � âîäîðîäîïîäîáíûé àòîì, ñîñòîÿùèé èç ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà, êî-
òîðûå èìåþò ñïèíû 1/2, îäèíàêîâûå ìàññû è ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó
ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû, îïåðàòîð ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ïîçèòðîíèÿ ðàâåí µ̂ =
µB(σ1 − σ2) .

Íàøè ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ ðåøåíèÿ
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìàòðè÷-
íûé ýëåìåíò 〈l,M |( 3ni nj − δij) |l,M ′〉, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè âû÷èñëåíèè
êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû, çäåñü n = r/r è l � îðáèòàëüíûé ìîìåíò.
Íàø ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó
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ñèììåòðè÷íîãî áåññëåäîâîãî òåíçîðíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ðàíãà, ïîñòðîåí-
íîãî èç îïåðàòîðà îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà. Èìååì

〈l,M |( 3ni nj − δij) |l,M ′〉 =

= A(l)〈l,M |
(
l̂il̂j + l̂j l̂i −

2

3
l(l + 1)δij

)
|l,M ′〉 .

(102)

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè êîýôôèöèåíò A(l), óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (102)

íà ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈l,M ′′|l̂i|l,M〉 è ïðîñóììèðóåì ïî M îò −l äî l, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì

l∑
M=−l

〈l,M ′′| l̂i |l,M〉〈l,M | = 〈l,M ′′| l̂i .

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî n · l̂ = 0 è

l̂i l̂j l̂i = l̂j l̂
2 + [l̂i , l̂j] l̂i = l̂j l̂

2 + iεijk l̂k l̂i = l̂j l̂
2+

+ iεijk

[
l̂k l̂i + l̂il̂k

2
+
l̂k l̂i − l̂il̂k

2

]
= l̂j l̂

2 +
1

2
iεijk iεkial̂a = l̂j l̂

2 − l̂j .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè 〈l,M |lj |l,M〉, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

−1 = A(l)

[
4

3
l(l + 1)− 1

]
⇒ A(l) = − 3

(2l − 1)(2l + 3)
.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû Q̂ij ìîæåò

áûòü âûðàæåí ñëåäóþùèì îáðàçîì ÷åðåç îïåðàòîð Ŝ ñïèíà ÷àñòèöû:

〈S,M | Q̂ij |S,M ′〉 = Q 〈S,M |
[
ŜiŜj + ŜjŜi −

2

3
S(S + 1)δij

]
|S,M ′〉 ,

ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíò Q íå çàâèñèò îò M . Äëÿ S = 1/2 îïåðàòîð

ŜiŜj + ŜjŜi −
2

3
S(S + 1)δij

òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ñì. (84). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âàæíîìó
âûâîäó î òîì, ÷òî êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò ó ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 òîæäå-
ñòâåííî ðàâåí íóëþ, ò. å. ¾ñïëþùèòü¿ èëè ¾âûòÿíóòü¿ ýëåêòðîí, ïðîòîí è
íåéòðîí íåëüçÿ!
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13.2. Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ òåíçîðíûõ îïåðàòîðîâ

Ïðàâèëà îòáîðà ãîâîðÿò, êàêèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ
äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âåêòîðíûé îïåðàòîð. Åñëè
âçÿòü íåäèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈J,M | . . . |J ′M ′〉 îò îïåðàòîðîâ â
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (99), òî ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

[J(J + 1)− J ′(J ′ + 1)]2 = 2[J(J + 1) + J ′(J ′ + 1)] ,

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî äëÿ J 6= J ′ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈J,M |Ĵ (Â · Ĵ)|J ′M ′〉
ðàâåí íóëþ, òàê êàê (Â · Ĵ) � ñêàëÿðíûé îïåðàòîð. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå
èìååò ðåøåíèå òîëüêî â ñëó÷àå J = J ′ ± 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëà îòáî-
ðà äëÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà ∆J ≡ J − J ′ = 0, ±1. Àíàëîãè÷íî, ïðàâèëî
îòáîðà äëÿ òåíçîðíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ðàíãà èìååò âèä ∆J = 0, ±1, ±2.
Åñëè îïåðàòîð îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé ÷¼òíîñòüþ îäíîâðåìåííî ñ âîëíîâû-
ìè ôóíêöèÿìè, òî ðàáîòàþò òàêæå ïðàâèëà îòáîðà ïî ÷¼òíîñòè. Íàïðèìåð,
èíòåãðàë ∫

dΩ Y ∗l3,m3
(θ, ϕ)Yl2,m2

(θ, ϕ)Yl1,m1
(θ, ϕ) 6= 0

òîëüêî äëÿ l3 = l1 + l2, l3 = l1 + l2 − 2, . . . l3 = |l1 − l2| è m3 = m1 +m2.

13.3. Ñèñòåìà äâóõ ÷àñòèö

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m1 è m2, ýëåêòðè÷åñêèìè
çàðÿäàìè e1 è e2 è ñïèíàìè S1 è S2. Ïåðåéä¼ì îò âåêòîðîâ r1 è r2, õàðàêòå-
ðèçóþùèõ ïîëîæåíèå ÷àñòèö, ê âåêòîðàì

r = r2 − r1 , R =
m1r1 +m2r2

Mtot
, Mtot = m1 +m2 ,

îïèñûâàþùèì îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå è äâèæåíèå öåíòðà èíåðöèè. Òîãäà
îïåðàòîðû èìïóëüñà p̂1,2 ðàâíû

p̂1 = −p̂+
m1

Mtot
P̂ , p̂2 = p̂+

m2

Mtot
P̂ , p̂ = −i~∇r , P̂ = −i~∇R .

Òîãäà îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ðàâåí

T̂ =
p̂2

1

2m1
+
p̂2

2

2m2
=
p̂2

2µ
+

P̂ 2

2Mtot
, µ =

m1m2

Mtot
.

Îïåðàòîð ìàãíèòíîãî ìîìåíòà â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè ðàâåí

M̂ =
µs1
S1
Ŝ1 +

µs2
S2
Ŝ2 +

e1

2m1c
[r1 × p̂1] +

e2

2m2c
[r2 × p̂2] =

=
µs1
S1
Ŝ1 +

µs2
S2
Ŝ2 +

~
2Mtotc

(
e1
m2

m1
+ e2

m1

m2

)
L̂ , L̂ =

1

~
[r × p̂] .
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Âû÷èñëèì ìàãíèòíûé ìîìåíò äåéòðîíà (ÿäðà äåéòåðèÿ). Äåéòðîí ñîñòî-

èò èç ïðîòîíà è íåéòðîíà ñ ïîëíûì ñïèíîì S = 1 (Ŝ = Ŝ1 + Ŝ2) è ïîëíûì

ìîìåíòîì J = 1 (Ĵ = Ŝ + L̂). Ïðè ýòîì îðáèòàëüíûé ìîìåíò L ìîæåò áûòü
èëè L = 0, èëè L = 2. Îðáèòàëüíûé ìîìåíò íå ñîõðàíÿåòñÿ èç-çà òàê íà-
çûâàåìûõ òåíçîðíûõ ñèë, êîòîðûå íå îïèñûâàþòñÿ ïîòåíöèàëîì âèäà U(r).
Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ äåéòðîíà èìååò âèä

Ψ = a |J = 1, S = 1, L = 0, Jz = M〉+ b |J = 1, S = 1, L = 2, Jz = M〉 ,

ãäå a è b � íåêîòîðûå ÷èñëà, |a|2 + |b|2 = 1. Ñîñòîÿíèå ñ L = 1 íå ìî-
æåò âõîäèòü â ýòó ñóïåðïîçèöèþ èç-çà ñîõðàíåíèÿ ÷¼òíîñòè, êîòîðàÿ ðàâíà
(−1)L. Íàïîìíèì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äåéòðîíà îáëàäàåò îïðåäåëåííîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ÷¼òíîñòüþ, ðàâíîé +1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ S1 = S2 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

〈S,m|S1 |S,m′〉 = 〈S,m|S2 |S,m′〉 =
1

2
〈S,m|S |S,m′〉 ,

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà äåéòðîíà:

M̂d = (µp + µn) Ŝ +
1

2
µN L̂ = (µp + µn) Ĵ + (µN/2− µp − µn) L̂ ,

ãäå µN � ÿäåðíûé ìàãíåòîí. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îïåðàòîðà
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà äåéòðîíà, âîñïîëüçóåìñÿ âåêòîðíîé òåîðåìîé

〈Ψ|M̂d|Ψ〉 = µd 〈J, Jz| Ĵ |J, Jz〉 ,

µd = µp + µn + |b|2 (µN/2− µp − µn)
〈J, Jz| Ĵ · L̂ |J, Jz〉

J(J + 1)
,

〈J, Jz| Ĵ · L̂ |J, Jz〉 =
1

2
〈J, Jz| (Ĵ2 + L̂2 − Ŝ2) |J, Jz〉 =

=
1

2
[J(J + 1) + L(L+ 1)− S(S + 1)] = 3 .

(103)

Îêîí÷àòåëüíî,

µd = µp + µn +
3

2
|b|2 (µN/2− µp − µn) .

Èñïîëüçóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ µp = 2,79µN , µn = −1,91µN , µd =
0,857µN , íàõîäèì |b|2 = 0,04. Ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ íàéòè
äåéòðîí â ñîñòîÿíèè ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì L = 2.
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ÐÀÇÄÅË 14. ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ
È ÈÍÒÅÃÐÀËÛ ÏÎ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈßÌ

14.1. Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå

×òî îçíà÷àþò ñëîâà ¾ïðîêâàíòîâàòü ñèñòåìó¿? Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîò-
ðèì ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç çàìêíóòûõ ìåæäó ñîáîé
êîíäåíñàòîðà ñ ¼ìêîñòüþ C è ñîëåíîèäà ñ èíäóêòèâíîñòüþ L, ñîïðîòèâëåíè-
åì ïðåíåáðåæ¼ì. Íàäî îïðåäåëèòü óðîâíè ýíåðãèè â òàêîé ñèñòåìå.

1. Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêóþ êîîðäèíàòó. Â äàííîì ñëó÷àå òàêîé êîîðäèíà-
òîé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ çàðÿä Q íà êîíäåíñàòîðå.

2. Íàéä¼ì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ýíåðãèþ ñèñòåìû.
Ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà ðàâíà Q2/(2C) è îíà, î÷åâèäíî, èãðàåò ðîëü ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Ýíåðãèÿ ñîëåíîèäà ðàâíà LQ̇2/2 è îíà èãðàåò
ðîëü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ëàãðàíæèàí L ðàâåí

L =
L Q̇2

2
− Q2

2C
.

3. Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ P :

P =
δL
δQ̇

= LQ̇ .

4. Ãàìèëüòîíèàí � ýòî ôóíêöèÿ P Q̇ − L, âûðàæåííàÿ ÷åðåç êàíîíè÷åñêèé
èìïóëüñ è êîîðäèíàòó:

H =
P 2

2L
+
Q2

2C
.

5. Ïåðåõîäÿ ê êâàíòîâîìó îïèñàíèþ, çàìåíÿåì èìïóëüñ è êîîðäèíàòó íà îïå-
ðàòîð èìïóëüñà è îïåðàòîð êîîðäèíàòû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå ñî-
ñòîÿíèé íàøåé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Ïîëó÷àåì îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà

Ĥ =
P̂ 2

2L
+
Q̂2

2C
.

6. Äàëåå ïîñòóëèðóåì, ÷òî íà îïåðàòîðû P̂ è Q̂ íàëîæåíû (êàíîíè÷åñêèå)
êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

[P̂ , Q̂] = −i~ .

7. Â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ó
êîòîðîãî m = L, à mω2 = 1/C, ò. å. ω = 1/

√
LC. Îêîí÷àòåëüíî, ýíåðãèÿ

LC-öåïî÷êè ðàâíà

En =
~√
LC

(n+ 1/2) , n = 0, 1, . . . .
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14.2. Êâàíòîâàíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî òðàåêòîðèÿì

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îäíîìåðíóþ âðåìåííóþ çàäà÷ó. Ïóñòü â íóëåâîé ìî-
ìåíò âðåìåíè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëå
U(x), ðàâíà Ψ(x). Íàäî íàéòè àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòèM îáíàðóæèòü ÷àñòè-
öó â òî÷êå X â ìîìåíò âðåìåíè t. Èìååì

M = 〈X| exp(−iĤ t/~) |Ψ〉 =

∫
dY 〈X| exp(−iĤ t/~) |Y 〉〈Y |Ψ〉 =

=

∫
dY G(X, Y |t) Ψ(Y ) , G(X, Y |t) = 〈X| exp(−iĤ t/~) |Y 〉 ,

(104)

ãäå Ĥ = p̂2/(2m)+U(x) � ãàìèëüòîíèàí. Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì
ïîëíîòû ∫

dY |Y 〉〈Y | = 1 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
Ψ(x) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ G(X, Y |t). Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì èíòåð-
âàë âðåìåíè t íà N � 1 ìàëåíüêèõ èíòåðâàëîâ τ = t/N è âîñïîëüçóåìñÿ
ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû:

G(X, Y |t) =

∫
dx1 dx2 . . . dxN−1 〈X| exp(−iĤ τ/~)|xN−1〉×

× 〈xN−1| exp(−iĤ τ/~)|xN−2〉〈xN−2| exp(−iĤ τ/~) |xN−3〉 · · · ×
× 〈x1| exp(−iĤ τ/~) |Y 〉 .

(105)

Äëÿ ìàëåíüêîãî èíòåðâàëà âðåìåíè τ àìïëèòóäà 〈xk+1| exp(−iĤ τ/~) |xk〉 çà-
ìåòíî îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ xk+1 è xk. Ïîýòîìó ñ
òî÷íîñòüþ O(τ 2)

〈xk+1| exp(−iĤ τ/~) |xk〉 ≈ 〈xk+1| exp

[
−i p̂

2

2m
τ/~
]
|xk〉×

× exp

[
−iU

(
xk+1 + xk

2

)
τ/~
]
.

(106)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû, ïîëó÷àåì

〈xk+1| exp

[
−i p̂

2

2m
τ/~
]
|xk〉 =

∫
dp

2π~
〈xk+1| exp

[
−i p̂

2

2m
τ/~
]
|p〉〈p|xk〉 =

=

∫
dp

2π~
exp

{
i

~

[
−p

2 τ

2m
+ (xk+1 − xk)p

]}
=

=

√
m

2π~ iτ
exp

{
iτ

~

[
m

2

(
xk+1 − xk

τ

)2
]}

.
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Îòñþäà íàõîäèì

G(X, Y |t) =

∫ √
m

2π~ iτ

N−1∏
k=1

[√
m

2π~ iτ
dxk

]
×

× exp

{
iτ

~

N−1∑
k=0

[
m

2

(
xk+1 − xk

τ

)2

− U
(
xk+1 + xk

2

)]}
, (107)

ãäå x0 = Y , xN = X. Ïîëîæèì kτ = t′ è xk ≡ x(t′). Òîãäà ïðè τ → 0 ïîëó÷èì

xk+1 − xk
τ

= ẋ(t′) ,
xk+1 + xk

2
= x(t′) ,

τ
N−1∑
k=0

[
m

2

(
xk+1 − xk

τ

)2

− U
(
xk+1 + xk

2

)]
=

=

∫ t

0

dt′
[
mẋ2(t′)

2
− U (x(t′))

]
=

∫ t

0

dt′ L = S ,

(108)

ãäå äåéñòâèå S ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì îò x(t), à L = mẋ2

2 −U(x) � ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà. Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì ôîðìóëó, ëåæàùóþ â îñíîâå ôîðìóëè-
ðîâêè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ (ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì):

G(X, Y |t) =

∫
Dx exp

(
i S

~

)
,

Dx = lim
N→∞

√
m

2π~ iτ

N−1∏
k=1

[√
m

2π~ iτ
dxk

]
,

τ = t/N , x0 = Y , xN = X .

(109)

Ýòà ôîðìóëà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé
íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ âû÷èñëåíèé â êâàíòîâîé
òåîðèè ïîëÿ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïîäõîäà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [9].
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ÐÀÇÄÅË 15. ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎ-ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÅ ÏÎËÅ

15.1. Ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Ðàññìîòðèì áåññïèíîâóþ ÷àñòèöó â ïîòåíöèàëå U(r). Óðàâíåíèå Øðå-
äèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä[

− ~2

2m
4r +

~2 l̂2

2mr2
+ U(r)

]
Ψ(r) = EΨ(r) ,

ãäå ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ëàïëàñèàíà ðàâíà

4r =
1

r

∂2

∂r2
r =

1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
=

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
.

Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ(r) â âèäå Ψ(r) = Yl,m(θ, ϕ)R(r). Ðàäèàëü-
íàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ R(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ[

− ~2

2m
4r +

~2 l(l + 1)

2mr2
+ U(r)

]
R(r) = ER(r) .

Ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîð-
ìèðîâêè ∫ ∞

0

dr r2 |R(r)|2 = 1 .

Âûÿñíèì, êàêèì îáðàçîì îïåðàòîð 4r ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì êâàäðàòà ðàäè-
àëüíîãî èìïóëüñà p̂r. Îïåðàòîð p̂r äîëæåí áûòü ýðìèòîâ, ò. å. óäîâëåòâîðÿòü
ñîîòíîøåíèþ∫ ∞

0

dr r2R∗2(r)[p̂rR1(r)] =

∫ ∞
0

dr r2 [p̂rR2(r)]
∗R1(r) .

Ýòîìó ñîîòíîøåíèþ íå óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîð −i~∂/∂r. Ñ ïîìîùüþ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîðîì ðàäèàëüíîãî èìïóëü-
ñà ÿâëÿåòñÿ

p̂r = −i~ 1

r

∂

∂r
r = −i~

[
∂

∂r
+

1

r

]
.

Ïðè ýòîì
[p̂r, r̂] = −i~ .

Äåéñòâèòåëüíî,∫ ∞
0

dr rR∗2(r)

(
−i~ ∂

∂r
r R1(r)

)
=

∫ ∞
0

dr

(
−i~ ∂

∂r
r R2(r)

)∗
rR1(r) .
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Ïîýòîìó p̂2
r = −~24r è ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå [
p̂2
r

2m
+

~2 l(l + 1)

2mr2
+ U(r)

]
R(r) = ER(r) . (110)

Ïåðåéä¼ì â ñòàöèîíàðíîì ðàäèàëüíîì óðàâíåíèè (110) îò ôóíêöèè R(r) ê
ôóíêöèè χ(r) = r R(r), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

− ~2

2m
χ′′(r) +

[
~2 l(l + 1)

2mr2
+ U(r)

]
χ(r) = Eχ(r) (111)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ χ(0) = 0. Óðàâíåíèå (111) ñ ýòèì ãðàíè÷íûì óñëîâè-
åì ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ñ áåñêîíå÷íîé ñòåíêîé â
íà÷àëå êîîðäèíàò. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèå (111) èìååò äâà íåçà-
âèñèìûõ ðåøåíèÿ χ1(r) è χ2(r) ñ îäíîé è òîé æå ýíåðãèåé E, òî, äåéñòâóÿ
êàê ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèÿ (28), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

χ2(r)χ
′
1(r)− χ1(r)χ

′
2(r) = const . (112)

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè r = 0 ñëåäóåò, ÷òî êîíñòàíòà ðàâíà íóëþ è âû-
ðîæäåíèå îòñóòñòâóåò. Êðîìå òîãî, ôóíêöèþ χ(r) ìîæíî ñ÷èòàòü âåùåñòâåí-
íîé. Ïîýòîìó ðàäèàëüíûé òîê äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òð¼õìåðíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà ðàâåí íóëþ êàê äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê è äëÿ ôóíê-
öèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Íàïîìíèì, ÷òî òîê ñâÿçàí ñ ãðàäèåíòîì ôàçû
êîìïëåêñíîé âîëíîâîé ôóíêöèè, ñì. (6). Êðîìå òîãî, äëÿ ÷àñòèöû ñ îïðå-
äåë¼ííûì çíà÷åíèåì lz = M òîê èìååò òîëüêî àçèìóòàëüíóþ êîìïîíåíòó
jϕ = |Ψ|2~M/(mr).

Îáñóäèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà íà ìàëûõ è áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïðè ìàëûõ r èìååì ñòåïåííîå
ïîâåäåíèå ðåøåíèé. Ïîäñòàâèâ χ = rα è ñ÷èòàÿ, ÷òî r2U(r) → 0 ïðè r → 0,
ïîëó÷àåì α(α−1) = l(l+1). Èìååì äâà ðåøåíèÿ, α = l+1 è α = −l. Ðåøåíèå
α = −l ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì è åãî íóæíî îòáðîñèòü. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ìàëûõ r àñèìïòîòèêà ðàäèàëüíîé ôóíêöèè R(r) = χ(r)/r ∼ rl.

Àñèìïòîòèêà ðàäèàëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
çàâèñèò îò òîãî, ñòðåìèòñÿ ëè U(r) ê íóëþ ïðè áîëüøèõ r èëè íåò. Åñëè
U(r) → 0 ïðè r → ∞, òî χ(r) ∼ exp(−κr) äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé
(E < 0 è κ =

√
2m|E|/~) è χ(r) ∼ sin(kr + φ) äëÿ ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî

ñïåêòðà (E > 0, k =
√

2mE/~ è φ � íåêîòîðîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò âèäà ïî-
òåíöèàëà). Äëÿ ôóíêöèé R(r) èìååì R(r) ∼ exp(−κr)/r äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ
ñîñòîÿíèé è R(r) ∼ sin(kr + φ)/r äëÿ ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Åñëè
U(r) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè áîëüøèõ r, òî óíèâåðñàëüíîé àñèìïòîòèêè ïðè
áîëüøèõ r íå ñóùåñòâóåò.
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15.2. Äâóõìåðíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

Â íåêîòîðîì ñìûñëå, ñîîòíîøåíèå p̂2
r = −~24r ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâóõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è ÷àñòèöó â ïîòåíöèàëå
U(ρ), ãäå ρ =

√
x2 + y2. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîð-

äèíàòàõ èìååò âèä:[
− ~2

2m
4ρ +

~2 l̂2z
2mρ2

+ U(ρ)

]
Ψ(ρ) = EΨ(ρ) ,

ãäå ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ëàïëàñèàíà ðàâíà

4ρ =
1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
=

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
.

Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ(ρ) â âèäå Ψ(ρ) = exp(iMϕ)R(ρ). Ðàäè-
àëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ R(ρ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ[

− ~2

2m
4ρ +

~2M 2

2mρ2
+ U(ρ)

]
R(ρ) = ER(ρ) .

Ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîð-
ìèðîâêè ∫ ∞

0

dρ ρ |R(ρ)|2 = 1 .

Èç òðåáîâàíèÿ ýðìèòîâîñòè îïåðàòîðà ðàäèàëüíîãî èìïóëüñà p̂ρ∫ ∞
0

dρ ρR∗2(ρ)[p̂ρR1(ρ)] =

∫ ∞
0

dρ ρ [p̂ρR2(ρ)]∗R1(ρ)

ñëåäóåò, ÷òî

p̂ρ = −i~ 1
√
ρ

∂

∂ρ

√
ρ = −i~

[
∂

∂ρ
+

1

2ρ

]
.

Ïîýòîìó

p̂2
ρ = −~2 1

√
ρ

∂2

∂ρ2

√
ρ = −~2

[
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

4ρ2

]
= −~24ρ +

~2

4ρ2
6= −~24ρ ,

è ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå[

p̂2
ρ

2m
+

~2 (M 2 − 1/4)

2mρ2
+ U(ρ)

]
R(ρ) = ER(ρ) . (113)

Çàìåòèì, ÷òî â äâóõìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåéòè ê îäíîìåðíîìó óðàâ-
íåíèþ Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì ñ áåñêîíå÷íîé ñòåíêîé â íà÷àëå êîîðäèíàò
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ñ ïîìîùüþ çàìåíû χ(ρ) =
√
ρR(ρ). Â ðåçóëüòàòå χ(ρ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ

− ~2

2m
χ′′(ρ) +

[
~2 (M 2 − 1/4)

2mρ2
+ U(ρ)

]
χ(ρ) = Eχ(ρ) , (114)

c ãðàíè÷íûì óñëîâèåì χ(0) = 0.

15.3. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå

Ðàññìîòðèì ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðè íóëåâîì ïîòåíöèà-
ëå: [

−4r +
l(l + 1)

r2

]
R(r) = k2R(r) , k2 = 2mE/~2 ,

ãäå E > 0. Ñäåëàåì çàìåíó ôóíêöèè R(r) = f(r)/
√
r, â ðåçóëüòàòå äëÿ ôóíê-

öèè f(r) ïîëó÷àåì

f ′′ +
1

r
f ′ +

[
k2 − (l + 1/2)2

r2

]
f(r) = 0 .

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, à èìåííî
f(r) ∝ Jl+1/2(kr). Â ðåçóëüòàòå äëÿ íîðìèðîâàííîãî ðåøåíèÿ ðàäèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïîëó÷àåì

Rk l(r) = 2k jl(kr) , jl(x) =

√
π

2x
Jl+1/2(x) ,∫ ∞

0

dr r2Rk l(r)Rk′ l(r) = 2π δ(k − k′) ,∫ ∞
0

dk Rk l(r)Rk l(r
′) =

2π

rr′
δ(r − r′) .

(115)

Çàìåòèì, ÷òî ðàäèàëüíûå ôóíêöèè ñ ðàçíûìè l ìåæäó ñîáîé íå îðòîãîíàëü-
íû, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ðàçíûõ ðàäèàëüíûõ ãàìèëü-
òîíèàíîâ. Ïîëíûå æå âîëíîâûå ôóíêöèè ñ ðàçíûìè l ìåæäó ñîáîé îðòîãî-
íàëüíû çà ñ÷¼ò óãëîâûõ ÷àñòåé.

Ôóíêöèè jl(x) íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ. Îíè âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð:

j0(x) =
sinx

x
, j1(x) =

sinx

x2
− cosx

x
, j2(x) =

(
3

x3
− 1

x

)
sinx− 3 cosx

x2
.

Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ èìåþò àñèìïòîòèêè

jl(x) =
1

x
sin(x− lπ/2) ïðè x� 1 ,
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jl(x) =
xl

(2l + 1)!!
ïðè x� 1 .

Òàê êàê êîýôôèöèåíò ïðè δ-ôóíêöèè â ñîîòíîøåíèè îðòîãîíàëüíîñòè îïðå-
äåëÿåòñÿ áîëüøèìè ðàññòîÿíèÿìè, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà
äîñòàòî÷íî çíàòü àñèìïòîòèêó ðàäèàëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ. Ïîýòîìó àñèìïòîòèêà ðàäèàëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè íà áîëü-
øèõ ðàññòîÿíèÿõ äëÿ íåíóëåâîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä

Rk l(r) =
2

r
sin(kr − lπ/2 + δl) ïðè kr � 1 ,

ãäå δl íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ñäâèãîì. Ôàçîâûé ñäâèã ðàâåí íóëþ ïðè U(r) = 0.

15.4. Ñôåðè÷åñêàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ÿìà

Ðàññìîòðèì ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ñ l = 0 â ïîòåíöèàëå U(r) = −U0

ïðè r < a è U(r) = 0 ïðè r > a. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ χ(r) èìååò âèä (ñ
ó÷¼òîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ χ(0) = 0):

χ(r) = sin(κr) ïðè r < a , κ =
√

2m(U0 − |E|)/~ ,
χ(r) = A exp(−kr) ïðè r > a , k =

√
2m|E|/~ .

Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé ïðè r = a,

sin(κa) = A exp(−ka) , κ cos(κa) = −kA exp(−ka)

è ðàçäåëèâ îäíî óðàâíåíèå íà äðóãîå, ïîëó÷èì

κ ctg(κa) = −k .

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííîé y = κa è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ka =
√
G2 − y2, ãäå

G =
√

2mU0a2/~, ïîëó÷àåì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå

y ctg y = −
√
G2 − y2 .

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ïðè
G > π/2, ò. å. U0 > π2~2/(8ma2). Òàêèì îáðàçîì, â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå â
ìåëêîé ÿìå ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé íåò. Íàïîìíèì, ÷òî êðèòåðèé ìåëêîé
ÿìû U0 � ~2/(ma2).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ, ïðè êàêîé ãëóáèíå ÿìû âîçíèêàþò ëîêàëèçîâàííûå
ñîñòîÿíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì l. Ïðè ìàëåíüêîé ýíåðãèè èìååì ka � 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè E = 0 ìû ìîæåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

R(r) =
1
√κ0r

Jl+1/2(κ0r) ïðè r < a , κ0 =
√

2mU0/~ ,
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R(r) =
A

rl+1
ïðè r > a .

Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé ïðè r = a è ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ

J ′ν(x) +
ν

x
Jν(x) = Jν−1 ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
jl−1(κ0a) = 0 .

Â ãëóáîêîé ÿìå, ò. å. U0 � ~2/(ma2), óðîâíè ýíåðãèè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
l îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì jl(κa) = 0.

15.5. Äâóõìåðíàÿ ìåëêàÿ ÿìà

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (111) äëÿ ôóíêöèè χ(r) â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå
ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (114) äëÿ ôóíêöèè χ(ρ) â äâóõìåðíîì ñëó÷àå ïðè
çàìåíå l(l + 1) → M 2 − 1/4, ò. å. l → |M | − 1/2. Ïîýòîìó, åñëè íàéòè
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ýíåðãèåé E(l, n), òî ýíåðãèÿ äëÿ äàííîãî |M | áó-
äåò ðàâíà E(|M | − 1/2, n). Ìîæíî áûëî áû ïîäóìàòü, ÷òî â ìåëêîé ÿìå â
äâóõìåðíîì ñëó÷àå òîæå íåò ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, îäíàêî ýòî íå òàê.
Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî äëÿ M = 0 ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå l = −1/2 è öåí-
òðîáåæíûé ïîòåíöèàë â óðàâíåíèè (111) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïðèòÿæåíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ ìåëêîé ÿìû â äâóõìåðíîì ñëó÷àå åñòü ñâÿçàííîå ñîñòîÿ-
íèå, îòâå÷àþùåå M = 0. Ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ïîòåíöèàëà
U(ρ) = −U0θ(a− ρ) â äâóõìåðíîì ñëó÷àå äëÿ M = 0 è E < 0 èìååò âèä

R′′(ρ) +
1

ρ
R′(ρ) +

2m

~2

[
U0θ(a− ρ)− |E|

]
R(ρ) = 0 .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

R(ρ) = J0(κρ) ïðè ρ < a , κ =
√

2m(U0 − |E|)/~ ,
R(ρ) = AK0(kρ) ïðè ρ > a , k =

√
2m|E|/~ ,

ãäå J0(x) �ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, àK0(x) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ
âòîðîãî ðîäà, èëè ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà. Ýòè ôóíêöèè èìåþò àñèìïòîòèêè

J0(x) = 1− x2

4
+ . . . , K0(x) = − ln(x/2)− C ïðè x� 1 ,

J0(x) =

√
2

πx
cos(x− π/4) , K0(x) =

√
π

2x
e−x ïðè x� 1 ,

91



ãäå C = 0,5772 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Äëÿ ìåëêîé ÿìû κ0a� 1, k � κ0,
ãäå κ0 =

√
2mU0/~. Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé

ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé ïðè ρ = a,

1 = A [− ln(ka/2)− C] ,

− κ2
0a

2
= −A

a
,

íàõîäèì ýíåðãèþ ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìåëêîé äâóõìåðíîé ÿìû:

E = − 2~2

ma2
exp

[
− 4

κ2
0a

2
− 2C

]
.

15.6. Òð¼õìåðíûé èçîòðîïíûé ãàðìîíè÷åñêèé

îñöèëëÿòîð: U(r) = mω2r2/2

Ïåðåéä¼ì îò ïåðåìåííûõ r è E ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì y è ε:
r =

√
~/(mω) y è E = ~ω ε. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðå-

äèíãåðà äëÿ ôóíêöèè χ(r) = rR(r) èìååò âèä:

− d2

dy2
χ+

l(l + 1)

y2
χ+ y2χ = 2ε χ .

Íàõîäèì àñèìïòîòèêè: χ ∝ yl+1 ïðè y � 1 , è χ ∝ exp(−y2/2) ïðè y � 1.
Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó χ(y) = yl+1 exp(−y2/2)F (y). Ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿ-
åò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

F ′′ + 2

(
l + 1

y
− y
)
F ′ + (2ε− 2l − 3)F = 0 .

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè çàìåíå y → −y è F (0) 6= 0, òî áó-
äåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ÷¼òíûì ñòåïåíÿì,
F (y) =

∑
n cn y

2n. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ y,
íàéäåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

cn+1 =
4n+ 2l + 3− 2ε

2(n+ 1)(2n+ 2l + 3)
cn .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä îáîðâàëñÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ε = 2N + l + 3/2 ,

ãäå N � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Åñëè ðÿä íå îáîðâ¼òñÿ, òî ïðè áîëüøèõ n
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå áóäåò cn+1 ≈ cn/(n + 1), à çíà÷èò F ∝ exp(y2)
ïðè y � 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåå ðåøåíèå
ψ ∝ exp(y2/2). Îêîí÷àòåëüíî, ñïåêòð óðîâíåé ýíåðãèè òð¼õìåðíîãî ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

EN = ~ω (2N + l + 3/2) .
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15.7. Êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë U(r) = −e2/r. Òàê êàê ýòîò ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ
ñòåïåííîé ôóíêöèåé r, òî â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ìîæíî ïåðåéòè ê áåçðàç-
ìåðíûì ïåðåìåííûì r = aBy è E = (e2/aB) ε, ãäå aB = ~2/(me2) � áîðîâñêèé
ðàäèóñ. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà íà ôóíêöèþ
χ(y) äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé (ε < 0) èìååò âèä

χ′′(y) +

[
−κ2 +

2

y
− l(l + 1)

y2

]
χ(y) = 0 , κ =

√
2|ε| . (116)

Íàõîäèì àñèìïòîòèêè: χ ∝ yl+1 ïðè y � 1 , è χ ∝ exp(−κ y) ïðè y � 1.
Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó χ(y) = yl+1 exp(−κ y)F (y). Ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

y F ′′(y) + 2 (l + 1− κy) F ′(y) + 2[1− κ(l + 1)]F (y) = 0 . (117)

Ïîäñòàâëÿÿ F â óðàâíåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà, F (y) =
∑

n cn y
n, è ïðè-

ðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ y, íàõîäèì ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå

cn+1 =
2[κ(l + n+ 1)− 1]

(n+ 1)(n+ 2l + 2)
cn .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä îáîðâàëñÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

κ =
1

nr + l + 1
,

ãäå nr ≥ 0 � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ðàäèàëüíûì êâàíòîâûì
÷èñëîì. Åñëè ðÿä íå îáîðâ¼òñÿ, òî ïðè áîëüøèõ n ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
áóäåò cn+1 ≈ 2κcn/n èëè F ∝ exp(2κy), ò. å. ìû ïðèä¼ì ê ýêñïîíåíöèàëüíî
ðàñòóùåìó ðåøåíèþ ψ ∝ exp(κy). Îêîí÷àòåëüíî, ñïåêòð óðîâíåé ýíåðãèè
äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä

EN = − me4

2~2N 2
, N = nr + l + 1 .

×èñëî N íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì. Ìû âèäèì, ÷òî â ñïåêòðå
ñóùåñòâóåò âûðîæäåíèå: äëÿ äàííîãî N ñóùåñòâóþò N ðàçíûõ êîìáèíàöèé
nr è l, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ nr+l = N−1. Êàæäàÿ òàêàÿ êîìáèíàöèÿ
èìååò ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ ïî ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà lz, ðàâíóþ 2l + 1.
Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ñ äàííûì óðîâíåì ýíåðãèè ðàâíî

N−1∑
l=0

(2l + 1) = 2
N(N − 1)

2
+N = N 2 .

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè â êóëîíîâñêîì ïîëå (òåðìîâ) èñïîëüçóåòñÿ
ñèìâîë, ñîñòîÿùèé èç áóêâû è öèôðû ïåðåä áóêâîé. Öèôðà ðàâíà ãëàâíîìó
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êâàíòîâîìó ÷èñëó N , à áóêâà ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàëüíîìó ìîìåíòó: s (l = 0),
p (l = 1), d (l = 2), f (l = 3), g (l = 4), . . . . Ïîýòîìó ñïåêòð àòîìà âîäîðîäà
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: {1s}, {2s, 2p}, {3s, 3p, 3d}, . . . . Â ôèãóðíûõ
ñêîáêàõ óêàçàíû òåðìû ñ îäèíàêîâîé ýíåðãèåé.

Îáñóäèì òåïåðü âèä ðàäèàëüíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé. Èìååì

RN l(r) =
yl

a
3/2
B

PN l(y) exp(−y/N) , y = r/aB ,

ãäå PN l(y) � ïîëèíîì ñòåïåíè N − l − 1. Íàïðèìåð:

P1 0(y) = 2 , P2 0(y) =
1√
2

(1− y/2) , P2 1(y) =
1

2
√

6
.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ýòèõ ïîëèíîìàõ ìîæíî íàéòè èç íîðìèðîâ-
êè ðàäèàëüíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé è óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ðàäèàëüíûõ
âîëíîâûõ ôóíêöèé ñ îäèíàêîâûìè l è ðàçëè÷íûìè N .

Â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëîêà-
ëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, ïðè÷¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè ïðè
óâåëè÷åíèè N óìåíüøàåòñÿ êàê 1/N3 (ñãóùåíèå óðîâíåé).

15.8. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ â êóëîíîâñêîì

ïîëå

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àòîìíîé ôèçèêè ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ÷àñòî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðè¼ìàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàéòè íåîáõîäèìûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû áåç
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîãî âèäà âîëíîâûõ ôóíêöèé.
Îäíèì èç òàêèõ ïðè¼ìîâ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðî-
âàíèè ýíåðãèè ïî ïàðàìåòðó. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí Ĥ(λ), êîòîðûé çàâè-
ñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà λ, à òàêæå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψ ñîñòîÿíèé
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ E, êîòî-
ðûå, î÷åâèäíî, òàêæå çàâèñÿò îò λ. Èìååì

E =

∫
d3rΨ+ Ĥ Ψ ,

∂

∂λ
E =

∫
d3r

[
∂

∂λ
Ψ+

]
ĤΨ +

∫
d3rΨ+

[
∂

∂λ
Ĥ

]
Ψ +

∫
d3rΨ+Ĥ

[
∂

∂λ
Ψ

]
=

= E
∂

∂λ

[∫
d3rΨ+Ψ

]
+

∫
d3rΨ+

[
∂

∂λ
Ĥ

]
Ψ =

∫
d3rΨ+

[
∂

∂λ
Ĥ

]
Ψ .

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ýðìèòîâîñòüþ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ(λ).
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Äëÿ ÷àñòèöû â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ïàðà-
ìåòðà êâàäðàò çàðÿäà e2. Òîãäà

〈Ψ|
(
−1

r

)
|Ψ〉 =

∂

∂e2

(
− me4

2~2N 2

)
= − 1

aBN 2
,

èëè 〈
1

r

〉
=

1

aBN 2
. (118)

Âîçüì¼ì òåïåðü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ìàññó m. Òîãäà

〈Ψ|
(
− p̂2

2m2

)
|Ψ〉 =

∂

∂m

(
− me4

2~2N 2

)
= − e4

2~2N 2
,

èëè

〈p̂2〉 =
~2

a2
BN

2
.

Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí ðàäèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ Øðåäèíãåðà â êóëîíîâñêîì ïîëå:

Ĥr =
p̂2
r

2m
+

~2l(l + 1)

2mr2
− e2

r
,

à â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà � îðáèòàëüíûé ìîìåíò l. Òîãäà〈
Ψ
∣∣∣~2(2l + 1)

2mr2

∣∣∣Ψ〉 =
∂

∂l

(
− me4

2~2(nr + l + 1)2

)
=

me4

~2N 3
,

ñëåäîâàòåëüíî, 〈
1

r2

〉
=

1

(l + 1/2)N 3a2
B

. (119)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈 1/r3 〉 äëÿ l 6= 0 ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

〈Ψ| [Ĥr, p̂r] |Ψ〉 = 0, ãäå Ψ � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãàìèëüòîíèàíà. Èç ýòîãî
ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî〈

1

r3

〉
=

〈
1

l(l + 1)aB r2

〉
=

1

l(l + 1)(l + 1/2)N 3a3
B

. (120)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè rk ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî èç ðåêóð-
ðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðîå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

〈Ψ| [Ĥr, (rk+1 p̂r + p̂r r
k+1)] |Ψ〉 = 0 .

Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä (ïîëó÷èòå):

(k + 1)

N 2

〈 ( r
aB

)k〉
= (2k + 1)

〈 ( r
aB

)k−1〉
+ k

[k2

4
−
(
l +

1

2

)2] 〈 ( r
aB

)k−2〉
.
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15.9. Ïîòåíöèàë U(r) = −e2/r − g/r2

Óðîâíè ýíåðãèè â ýòîì ïîòåíöèàëå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óðîâíåé
ýíåðãèè â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå ñ ïîìîùüþ çàìåíû

l(l + 1)− 2mg/~2 → L(L+ 1) èëè L = −1/2 +
√

(l + 1/2)2 − 2mg/~2 .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñïåêòðà ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé íàõîäèì

E(nr, l) = − me4

2~2
[
nr + 1/2 +

√
(l + 1/2)2 − 2mg/~2

]2 . (121)

Âèäíî, ÷òî âûðîæäåíèå ïî îðáèòàëüíîìó ìîìåíòó l îòñóòñòâóåò (âûðîæäåíèå
ïî ïðîåêöèè ìîìåíòà, êîíå÷íî, ñîõðàíÿåòñÿ, êàê è äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíî-
ãî ïîëÿ). Ñóùåñòâîâàíèå âûðîæäåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì äî-
ïîëíèòåëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Â ñëó÷àå êóëîíîâñêîãî ïîëÿ âûðîæäåíèå
ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì îïåðàòîðà Â, êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíè-

àíîì, Ĥ = p̂2

2m−
e2

r , è ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì îáîáùåíèåì âåêòîðà Ðóíãå � Ëåíöà:

Â =
~

2m

(
[p̂× l̂]− [l̂× p̂]

)
− e2 r

r
.

Ôîðìóëà (121) èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè g < ~2/(8m) (âûðàæåíèå ïîä êîð-
íåì ïîëîæèòåëüíî äëÿ l = 0). Äëÿ g > ~2/(8m) âîçíèêàåò ÿâëåíèå ïàäåíèÿ
íà öåíòð. Ñìûñë ýòîãî ÿâëåíèÿ ìîæíî ïðîÿñíèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
íåîïðåäåë¼ííîñòåé. Ïðåäñòàâèì ñåáå âîëíîâîé ïàêåò ñ ðàçìåðîì r0 � aB, ëî-
êàëèçîâàííûé âîêðóã òî÷êè r = 0. Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áóäåò ïîðÿäêà
T ∼ ~2/(mr2

0), à ïîòåíöèàëüíàÿ U ∼ −g/r2
0. Òîãäà ïðè g � ~2/m ñóììàðíàÿ

ýíåðãèÿ áóäåò îòðèöàòåëüíîé è áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê −∞ ïðè óìåíüøåíèè r0.

15.10. Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â àòîìå

Õàðàêòåðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â àòîìå âîäîðîäà

E ∼ |e|
a2
B

= 1,715 · 107 ÑÃÑ = 5,14 · 109 Â/ñì .

Õàðàêòåðíîå ìàãíèòíîå ïîëå â àòîìå âîäîðîäà

H ∼ v

c

|e|
a2
B

= α
|e|
a2
B

= 1,25 · 105 Ãñ ,

ãäå α = e2/(~c) = 1/137 � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû.
Âû÷èñëèì ñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë àòîìà âîäîðîäà:

φ(r) = |e|
[

1

r
−
∫
d3r′
|ψ(r′)|2

|r − r′|

]
, (122)
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ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò âêëàäó ÿäðà, à âòîðîå � âêëàäó ýëåêòðîíà.
Óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà PL(x):

1

|r − r′|
=

∞∑
L=0

[
θ(r − r′) 1

r

(
r′

r

)L
+ θ(r′ − r) 1

r′

( r
r′

)L]
PL(n · n′) , (123)

ãäå n = r/r, n′ = r′/r′. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ l = 0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(r) íå

çàâèñèò îò óãëîâ. Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
∫ 1

−1 dxPl(x) = 0 äëÿ l 6= 0, âêëàä äà¼ò
òîëüêî ñëàãàåìîå ñ L = 0 â (123), ò. å.

φ(r) = |e|
[

1

r
− 1

r

∫ r

0

dr′ r′
2
R2
N 0(r

′)−
∫ ∞
r

dr′ r′R2
N 0(r

′)

]
=

=
|e|
r

∫ ∞
r

dr′ r′(r′ − r)R2
N 0(r

′) ,

ãäå ìû ó÷ëè íîðìèðîâêó ðàäèàëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè. Òàê êàê ðàäèàëüíàÿ
ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, òî ïîòåíöèàë φ(r)
äëÿ l = 0 òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ N = 1 (îñíîâíîå ñîñòîÿíèå)

φ(r) = |e|
(

1

r
+

1

aB

)
exp(−2r/aB) .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîñòîÿíèå ñ l = 1. Â ýòîì ñëó÷àå âêëàä, êðîìå L = 0,
äà¼ò ñëàãàåìîå ñ L = 2 â óðàâíåíèè (123). Äëÿ l = 1 óãëîâóþ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Y1m(θ, ϕ) =

√
3

4π
em · n , n = r/r ,

ãäå âåêòîð em çàâèñèò îò ïðîåêöèè m óãëîâîãî ìîìåíòà, em · e∗m = 1. Âêëàä
â èíòåãðàë ïî óãëàì â ôîðìóëå (122) äàþò òîëüêî ÷ëåíû ñ L = 0 è L = 2 â
ñóììå (123). Ïîýòîìó ïîòåíöèàë φ(r) ðàâåí

φ(r) = φ0(r) + φ2(r) ,

φ0(r) =
|e|
r

∫ ∞
r

dr′ r′(r′ − r)R2
N 1(r

′) ,

φ2(r) = − 3

4π

∫
dΩn′ (em · n′)(e∗m · n′)P2(n · n′)×

× |e|
r3

[∫ ∞
0

dr′ r′
4
R2
N 1(r

′) +

∫ ∞
r

dr′

r′

(
r′

5 − r5
)
R2
N 1(r

′)

]
.

(124)

Âû÷èñëèì èíòåãðàë ïî óãëàì:

3

4π

∫
dΩn′ (em ·n′)(e∗m ·n′)P2(n·n′) =

1

4π
eame

∗b
m

∫
dΩn′ (3n

′an′b−δab)P2(n·n′) .
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Ïðåäñòàâèì ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñ íóëåâûì ñëåäîì â âèäå

1

4π

∫
dΩn′ (3n

′an′b − δab)P2(n · n′) = (3nanb − δab)B ,

ãäå B � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Óìíîæèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî ðàâåí-
ñòâà íà nanb, ïîëó÷èì

B =
1

4π

∫
dΩn′

[3(n′ · n)2 − 1]

2
P2(n · n′) =

1

2

∫ 1

−1

dxP 2
2 (x) =

1

5
.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ φ2(r) íàõîäèì

φ2(r) = −1

5

(
3|em · n|2 − 1

)
×

× |e|
r3

[∫ ∞
0

dr′ r′
4
R2
N 1(r

′) +

∫ ∞
r

dr′

r′

(
r′

5 − r5
)
R2
N 1(r

′)

]
.

(125)

Ïðè r � aB âêëàä φ2(r) ∝ 1/r3,

φ2(r) = − |e|
5 r3

(
3|em · n|2 − 1

) ∫ ∞
0

dr′ r′
4
R2
N 1(r

′) =

= −|e|a
2
B

2 r3
N 2(N 2 − 1)

(
3|em · n|2 − 1

)
.

(126)

Îí ñîîòâåòñòâóåò âêëàäó êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà àòîìà.
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ÐÀÇÄÅË 16. ÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ

16.1. Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è óñëîâèå

ïðèìåíèìîñòè

Çàïèøåì îäíîìåðíîå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû
â ïîòåíöèàëå U(x) â âèäå

~2 ψ′′(x) = −P2(x)ψ(x) , P(x) =
√

2m[E − U(x)] , (127)

è âûðàçèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(x) ÷åðåç ôóíêöèþ S(x), èìåþùóþ ðàçìåð-
íîñòü äåéñòâèÿ,

ψ(x) = exp[iS(x)/~] .

Ôóíêöèÿ S(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

[S ′(x)]2 − i~S ′′(x) = P2(x) .

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ðàçëàãàÿ S(x) â ðÿä ïî ïîñòîÿííîé
Ïëàíêà (êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå),

S(x) = S0(x) + ~S1(x) + . . . .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè íóëåâîé è ïåðâîé ñòåïåíè ~, ïîëó÷àåì

[S ′0(x)]2 = P2(x) , S ′1(x) =
i

2

S ′′0 (x)

S ′0(x)
=
i

2

d

dx
lnS ′0(x) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

S0(x) = ±
∫ x

dx′P(x′) , S1(x) =
i

2
lnP(x) .

Äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà)

ψ(x) =
exp[±i

∫ x
dx′P(x′)/~]√
P(x)

.

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà êàê ïðè E > U(x) (äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
P(x)), òàê è äëÿ E < U(x) (ìíèìûå çíà÷åíèÿ P(x)). Êâàçèêëàññè÷åñêîå
ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè∣∣∣∣~S ′′0 (x)

[S ′0(x)]2

∣∣∣∣� 1 ⇒
∣∣∣∣ ~
P2(x)

d

dx
P(x)

∣∣∣∣� 1 . (128)
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Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∣∣∣∣ ddxλ(x)

∣∣∣∣� 1 , λ(x) =
~
P(x)

,

ãäå λ(x) � êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äëèíà âîëíû ÷àñòèöû. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ òîãî, ÷òî èçìåíåíèå äëèíû âîëíû íà ðàçìåðå ïîðÿäêà
äëèíû âîëíû ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìîé äëèíîé âîëíû: |λ(x)λ′(x)| � |λ(x)|.
Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (128) ìîæíî òàêæå
ïåðåïèñàòü â âèäå ∣∣∣∣~mU ′(x)

P3(x)

∣∣∣∣� 1 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â òî÷êå ïîâîðîòà, â êîòîðîé E = U(x0) (ò. å. P(x0) = 0),
ïðè óñëîâèè U ′(x0) 6= 0, êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå ïðèìåíèìî. Åñëè
âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà çàïèñàòü E − U(x) ≈ −(x − x0)U

′(x0), òî äëÿ óñëî-
âèÿ ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà
íàéä¼ì

|x− x0| �
(

~2

m |U ′(x0)|

)1/3

.

16.2. Êâàíòîâàíèå Áîðà � Çîììåðôåëüäà

Ðàññìîòðèì òî÷êó ïîâîðîòà x = a, òàê, ÷òî E > U(x) ïðè x > a è
E < U(x) ïðè x < a. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà äîñòàòî÷íîì ðàññòîÿíèè îò
òî÷êè ïîâîðîòà ïðèìåíèìî êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Êàê èçâåñòíî,
ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èä¼ò îá óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà).
Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñöèëëèðóþùèõ ðåøåíèé â
êëàññè÷åñêè ðàçðåø¼ííîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþ-
ùåìó ðåøåíèþ â êëàññè÷åñêè çàïðåù¼ííîé îáëàñòè. Ýòî ñîîòâåòñòâèå íàçû-
âàåòñÿ ïðàâèëîì ñøèâêè. Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ. Îäèí èç ñïîñîáîâ îñíîâàí íà òîì, ÷òî âáëèçè òî÷êè ïîâîðî-
òà U(x) ≈ U(a) + U ′(a) (x − a), à ðåøåíèå â ëèíåéíîì ïîòåíöèàëå èçâåñòíî
àíàëèòè÷åñêè. Äðóãîé ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêîãî ïðî-
äîëæåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ψ(x) ïî êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé x.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, òî÷êà ïîâîðîòà íàõî-
äèòñÿ ïðè x = 0 è êëàññè÷åñêè çàïðåù¼ííàÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ ïðè x > 0.
Âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà E − U(x) ≈ −U ′(0)x è ïðè x > 0 ,

ψ(x) =
exp

[
−
∫ x

0 dx
′
√

2mU ′(0)x′/~
]

[2mU ′(0)x]1/4
=

exp

[
−2
√

2mU ′(0)

3~ x3/2

]
[2mU ′(0)x]1/4

. (129)
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Ïðè x < 0 êâàçèêëàññè÷åñêóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ñóïåðïîçèöèè

ψ(x) = C1

exp

[
i

2
√

2mU ′(0)

3~ (−x)3/2

]
[2mU ′(0)(−x)]1/4

+ C2

exp

[
−i 2
√

2mU ′(0)

3~ (−x)3/2

]
[2mU ′(0)(−x)]1/4

, (130)

ãäå C1 è C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ (129), ìû íå ìîæåì
ïåðåéòè îò ïîëîæèòåëüíûõ x ê îòðèöàòåëüíûì x âäîëü âåùåñòâåííîé îñè è
ïîëó÷èòü ôóíêöèþ (130), òàê êàê ïðè x = 0 êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå
íå ðàáîòàåò. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, ðàññìîòðèì êâàçèêëàññè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ íà äóãå x = ρ exp(iϕ) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé

x, ñ÷èòàÿ ρ�
(
~2/(mU ′(0))

)1/3

. Ïîëîæèâ φ = π − δ, ãäå δ � 1, èìååì

exp(3iϕ/2) ≈ −3δ/2− i , exp(iϕ/4) ≈ exp(iπ/4) .

Ñ÷èòàÿ δ
√
mU ′(0)ρ3/2/~� 1 è ñðàâíèâàÿ ñ (130), ïîëó÷àåì C1 = exp(−iπ/4).

Âòîðîé ÷ëåí â (130) â ýòîé îáëàñòè áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë, à èìåííî,
∝ exp[−δ

√
mU ′(0)ρ3/2/~]. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè C2, ïîëîæèì φ = −π + δ,

ãäå δ � 1. Ñðàâíèâàÿ â ýòîé îáëàñòè (129) è (130), ïîëó÷èì C2 = exp(+iπ/4).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

1√
|K(x)|

exp

[
−
∣∣∣∣∫ x

a

dx′K(x′)

∣∣∣∣] ïðèE < U(x)→

→ 2√
K(x)

sin

[∣∣∣∣∫ x

a

dx′K(x′)

∣∣∣∣+
π

4

]
ïðèE > U(x) ,

(131)

ãäå K(x) = P(x)/~. Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå, êîãäà êëàññè÷åñêè
ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ ëåâåå òî÷êè ïîâîðîòà a, è â ñëó÷àå, êîãäà
êëàññè÷åñêè ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ ïðàâåå òî÷êè ïîâîðîòà.

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë U(x), â êîòîðîì êëàññè÷åñêè ðàçðåø¼ííàÿ îá-
ëàñòü íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïîâîðîòà a è b, ïðè÷¼ì a < b. Èñïîëü-
çóÿ ïðàâèëî ñøèâêè (131) äëÿ îáåèõ òî÷åê ïîâîðîòà, ïðèðàâíèâàÿ ôóíêöèè
â ïðîìåæóòêå a < x < b (ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî çíàêà):

sin

(∫ b

x

dx′K(x′) +
π

4

)
= ± sin

(∫ x

a

dx′K(x′) +
π

4

)
,

è èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî∫ b

x

dx′K(x′) =

∫ b

a

dx′K(x′)−
∫ x

a

dx′K(x′) ,

ïîëó÷àåì ∫ b

a

dxP(x) = π~ (n+ 1/2) , n = 0, 1, . . .
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Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå∮
dxP(x) = 2

∫ b

a

dxP(x) = 2π~ (n+ 1/2) , (132)

ãäå èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí ïëîùàäè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
îãðàíè÷åííîãî êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìó ïåðèîäó
êîëåáàíèé êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê êâàíòîâàíèå ïëîùàäè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì ïëîùàäü îäíîé
ÿ÷åéêè ðàâíà 2π~. Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå íàäî ãîâîðèòü î êâàíòîâàíèè îáú¼ìà
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì îáú¼ì îäíîé ÿ÷åéêè ðàâåí (2π~)3. Óðàâíåíèå
(132) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåðôåëüäà. Îíî ñïðà-
âåäëèâî ïðè n � 1, íî ó÷¼ò 1/2 â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óñëîâèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòáðàñûâàíèå 1/2 óâåëè÷èâàåò îò-
ëè÷èå ïðèáëèæ¼ííîãî êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà îò òî÷íîãî.

Åñëè êëàññè÷åñêè ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åíà áåñêîíå÷íîé ñòåíêîé
â òî÷êå x = a, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ψ(a) = 0, òî êâàçè-
êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñòàíîâèòñÿ ñïðàâåäëèâûì, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè x = a.
Â ýòîì ñëó÷àå

ψ(x) =
2√
K(x)

sin

[∫ x

a

dx′K(x′)

]
ïðè x > a . (133)

Â ðåçóëüòàòå óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåðôåëüäà ïðèîáðåòàåò âèä∫ b

a

dxP(x) = π~ (n+ 3/4) , n = 0, 1, . . .

Óðàâíåíèå (132) ïîçâîëÿåò ëåãêî íàõîäèòü óðîâíè ýíåðãèè â êâàçèêëàñ-
ñè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîòåíöèàë U(x) = F |x|. Òî÷-
êàìè ïîâîðîòà ÿâëÿþòñÿ ±x0, ãäå x0 = E/F . Èìååì∫ x0

−x0
dx
√

2m(E − F |x|) = 2x0

√
2mE

∫ 1

0

dx
√

1− x =

=
4

3F
E3/2
√

2m = π~(n+ 1/2) ⇒ En =

(
3π~(n+ 1/2)F

4
√

2m

)2/3

.

Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð,
U(x) = mω2x2/2. Â ýòîì ïîòåíöèàëå x0 =

√
2E/(mω2) è∫ x0

−x0
dx
√

2m(E −mω2x2/2) = 2x0

√
2mE

∫ 1

0

dx
√

1− x2 =

= 2x0

√
2mE

π

4
=
πE

ω
= π~(n+ 1/2) ⇒ En = ~ω (n+ 1/2) .
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Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ Áîðà �
Çîììåðôåëüäà äà¼ò òî÷íûé îòâåò äëÿ ëþáûõ n.

Èñïîëüçóÿ (132), ìîæíî îöåíèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè
ýíåðãèè δEn = En+1 − En ≈ ∂En/∂n. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî n
îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (132):

∂En

∂n

∮
m

P(x)
dx =

∂En

∂n

∮
dx

v(x)
= Tcl

∂En

∂n
= 2π~ ⇒ δEn =

2π~
Tcl

= ~ωcl ,

ãäå v(x) = P(x)/m � êëàññè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû, Tcl � ïåðèîä êîëåáà-
íèé, ωcl = 2π/Tcl � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé.

Åñëè êîëè÷åñòâî ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé áîëüøîå, N0 � 1, òî ýòî
êîëè÷åñòâî ìîæíî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (132). Ïîëîæèâ â í¼ì E = 0,
ïîëó÷èì

N0 =
1

π~

∫
Γ

dx
√
−2mU(x) ,

ãäå èíòåãðàë áåð¼òñÿ ïî îáëàñòè U(x) < 0. Åñëè ìû èìååì ÿìó ñ õàðàêòåðíîé
ãëóáèíîé ∼ U0 è õàðàêòåðíîé øèðèíîé ∼ a, òî N0 ∼ (ma2U0/~2)1/2 � 1. Äëÿ
òîãî ÷òîáû ÷èñëî ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé áûëî êîíå÷íûì, íåîáõîäèìî,
÷òîáû ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U(x) ïðè áîëüøèõ |x| óáûâàëà áûñòðåå, ÷åì
1/x2.

16.3. Íîðìèðîâêà êâàçèêëàññè÷åñêîé âîëíîâîé ôóíêöèè

ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îñíîâíîé âêëàä â íîðìèðîâêó äà-
¼ò êëàññè÷åñêè ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

ψ(x) =
N√
P(x)

sin

[
1

~

∫ x

a

dx′P(x′) +
π

4

]
,

ãäå N � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü. Òîãäà∫ b

a

dx
N 2

P(x)
sin2

[
1

~

∫ x

a

dx′P(x′) +
π

4

]
≈ N 2

2m

∫ b

a

dx

v(x)
=
N 2Tcl
4m

= 1 ⇒

⇒ N =

√
4m

Tcl
,

ãäå ìû ïðîâåëè óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì (çà ñ÷åò ìíîæèòåëÿ 1/~) îñöèëëÿöè-
ÿì, çàìåíèâ sin2[. . .] íà 1/2. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ∆W íàéòè ÷àñòèöó â èíòåð-
âàëå ∆x ðàâíà

∆W = |ψ(x)|2∆x =
N 2∆x

2mv(x)
=

2

Tcl

∆x

v(x)
=

∆t

(Tcl/2)
.
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Òàêèì îáðàçîì, â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âåðîÿòíîñòü ïðîïîðöè-
îíàëüíà èíòåðâàëó âðåìåíè, ïðîâîäèìîìó ÷àñòèöåé â äàííîé îáëàñòè, ïðè
äàííîì ∆x îíà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ÷àñòèöû.

16.4. Ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåðôåëüäà

â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå

Â ðàäèàëüíîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà íà ôóíêöèþ χ(r) = rR(r),

−χ′′(r) =
2m

~2
[E − Ul(r)]χ(r) ,

ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ðàâåí Ul(r) = U(r) + ~2l(l + 1)/(2mr2), è ïðè l 6= 0
öåíòðîáåæíûé ïîòåíöèàë íàðóøàåò óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè (128) êâàçèêëàñ-
ñè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ìàëûõ r. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
ìîäèôèöèðîâàòü óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåðôåëüäà. Äëÿ ýòîãî ââå-
ä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ x è ôóíêöèþ F (x), îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè
r = ex è χ = ex/2 F (x). Â ðåçóëüòàòå x ìåíÿåòñÿ â îáëàñòè −∞ < x < ∞, à
ôóíêöèÿ F (x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà

− F ′′(x) =
2m

~2
[E − V (x)]F (x) ,

E = − ~2

2m
(l + 1/2)2 , V (x) = e2x[U(ex)− E] .

Ê ýòîìó óðàâíåíèþ óæå ìîæíî ïðèìåíèòü óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çî-
ììåðôåëüäà ∮

dx
√

2m[E − V (x)] = 2π~ (nr + 1/2) ,

ãäå nr � ðàäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî. Ñäåëàâ òåïåðü â èíòåãðàëå çàìåíó
ïåðåìåííûõ x = ln r, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì∮

dr

√
2m[E − Ũl(r)] = 2π~ (nr + 1/2) ,

Ũl(r) = U(r) +
~2(l + 1/2)2

2mr2
,

(134)

ò. å. â ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëå Ul(r) ïðîèçîøëà çàìåíà l(l+ 1)→ (l+ 1/2)2.
Â ñëó÷àÿõ êóëîíîâñêîãî ïîëÿ U(r) = −e2/r è ïîëÿ òð¼õìåðíîãî ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà U(r) = mω2r2/2 ïîëó÷åííîå óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ äà¼ò
òî÷íûé îòâåò äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé nr è l.

Â ñëó÷àå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ êîëè÷åñòâî óðîâíåé â ÿìå îò-
ëè÷àåòñÿ îò êîëè÷åñòâà ñîñòîÿíèé, òàê êàê êàæäûé óðîâåíü âûðîæäåí ïî
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ïðîåêöèè ìîìåíòà 2l+ 1 ðàç. Êîëè÷åñòâî Nl óðîâíåé ýíåðãèè ñ îðáèòàëüíûì
ìîìåíòîì l ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíîé çàäà÷å ðàäè-
àëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó Nl ìîæíî îöåíèòü ïî ôîðìóëå

Nl =
1

2π~

∮
dr

√
2m[−Ũl(r)] θ

(
−Ũl(r)

)
,

ãäå èíòåãðàë áåð¼òñÿ ïî îáëàñòè Ũl(r) < 0.
Ïîñëå ýòîãî, çàìåíÿÿ ñóììèðîâàíèå ïî l íà èíòåãðèðîâàíèå, íàõîäèì

ïîëíîå êîëè÷åñòâî Ntot ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëå U(r):

Ntot =
∑
l

(2l + 1)Nl ≈
∫
dl (2l + 1)Nl =

=
1

2π~

∫
d(l + 1/2)2

∮
dr

√
2m[−Ũl(r)] θ

(
−Ũl(r)

)
=

=
2

3π~3

∫
dr r2 [−2mU(r)]3/2 θ (−U(r)) .

(135)

Çäåñü ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî l è r è ÿâíî âçÿëè
èíòåãðàë ïî l. Ôîðìóëó (135) ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèì ñïîñîáîì:

Ntot =

∫∫
d3r d3p

(2π~)3
=

∫
4πr2 dr

(2π~)3

4π

3
[−2mU(r)]3/2 θ (−U(r)) =

=
2

3π~3

∫
dr r2 [−2mU(r)]3/2 θ (−U(r)) .

(136)

Äëÿ òîãî ÷òîáû êîëè÷åñòâî óðîâíåé è ñîñòîÿíèé â ÿìå áûëî êîíå÷íûì, íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U(r) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ñòðåìè-
ëàñü ê íóëþ áûñòðåå, ÷åì 1/r2.

16.5. Ïîäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ íà ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå
(U(x) > 0, U(x) → 0 ïðè |x| → ∞). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî E < max[U(x)]
(ïîäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå) è áàðüåð äîñòàòî÷íî øèðîêèé è âûñîêèé, ÷òîáû
êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ áûë ìàë. Èìååì äâå òî÷êè ïîâîðîòà, a è b, ïðè÷¼ì
a < b è âîëíà ïàäàåò èç−∞. Ïðè x > b êâàçèêëàññè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
èìååò âèä

ψ(x) =
B√
K(x)

exp

[
i

∫ x

b

dx′K(x′)

]
ïðè x > b .
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Íàì ïîíàäîáèòñÿ åù¼ îäíî ïðàâèëî ñøèâêè:

1√
K(x)

exp

[
i

∫ x

b

dx′K(x′)

]
ïðèx > b →

→ 1√
|K(x)|

exp

[∫ b

x

dx′ |K(x′)| − iπ/4
]

ïðèx < b .

(137)

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ìàë, êâàçèêëàññè÷åñêóþ âîë-
íîâóþ ôóíêöèþ ïðè x < a ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ(x) =
2i√
K(x)

sin

[∫ a

x

dx′K(x′) +
π

4

]
ïðèx < a .

Ïðèðàâíèâàÿ ôóíêöèè â ïðîìåæóòêå a < x < b â äâóõ ïðàâèëàõ ñøèâêè
(131) è (137), íàõîäèì êîýôôèöèåíò B:

B = exp

[
−
∫ b

a

dx |K(x)|+ 3iπ/4

]
.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ T = |B|2 íàõîäèì

T = exp

[
−2

∫ b

a

dx |K(x)|
]
. (138)

Îöåíèì, èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, âðåìÿ æèçíè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

â ïîòåíöèàëå U(r) =
α

r
θ(r−r0) . Ïîñêîëüêó òð¼õìåðíóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè

ê îäíîìåðíîé çàäà÷å ñî ñòåíêîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, âåðîÿòíîñòü ðàñïàäà â
åäèíèöó âðåìåíè ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = 0 ìîæíî îöåíèòü êàê

Ẇ ∼ 1

Tcl
exp

[
−2

~

∫ α/E

r0

dr
√

2m(α/r − E)

]
,

ãäå Tcl ∼ 2r0/v, E = mv2/2 è α/r0 � E. Âçÿâ èíòåãðàë, ïîëó÷àåì

Ẇ ∼ 1

Tcl
exp

[
−2πα

~ v

]
, τ =

1

Ẇ
∼ Tcl exp

[
2πα

~ v

]
� Tcl ,

òàê êàê óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ çàïèñûâà-
åòñÿ êàê α/(~v) � 1. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýìïè-
ðè÷åñêèì çàêîíîì Ãåéãåðà � Íåòòîëëà (1911 ã.) äëÿ àëüôà-ðàñïàäà

log τ = C1 +
C2√
E
,

ãäå C1,2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, E � ýíåðãèÿ àëüôà-÷àñòèö.
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Ðèñ. 8. Ïîòåíöèàëû (ñëåâà íàïðàâî) U(x), Ul(x) è Ur(x)

16.6. Äâîéíàÿ ÿìà

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûé ïîòåíöèàë U(x) = U(−x), ïîòåíöèàë Ul(x),
ñîâïàäàþùèé ñ U(x) ïðè x < 0, è ïîòåíöèàë Ur(x), ñîâïàäàþùèé ñ U(x) ïðè
x > 0. Ýòè ïîòåíöèàëû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöà
íàõîäèòñÿ â âûñîêîâîçáóæä¼ííîì ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé E, íî âûñîòà áàðüåðà
U(0)� E è øèðèíà áàðüåðà òàêîâà, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ èç ëåâîé
ÿìû â ïðàâóþ î÷åíü ìàë. Î÷åâèäíî, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè â ïîòåíöèàëå Ul(x)
ñîâïàäàþò ñ óðîâíÿìè ýíåðãèè â ïîòåíöèàëå Ur(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû
çíàåì êàêóþ-òî ýíåðãèþ E0 � U(0) â ýòèõ ïîòåíöèàëàõ è ñîîòâåòñòâóþùèå
âîëíîâûå ôóíêöèè ψl(x) è ψr(x) = ψl(−x). Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè
ýíåðãèè E â ïîòåíöèàëå U(x).

Çàïèøåì ïðè x < 0 óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ψl(x) è ψ(x):

− ~2

2m
ψ′′l (x)+U(x)ψl(x) = E0ψl(x) , − ~2

2m
ψ′′(x)+U(x)ψ(x) = Eψ(x) . (139)

Âîëíîâûå ôóíêöèè ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå
U(x) áûâàþò èëè ñèììåòðè÷íûìè, èëè àíòèñèììåòðè÷íûìè. Òàê êàê êîýô-
ôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ïîä áàðüåðîì ìàë, òî íîðìèðîâàííûå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âîëíîâûå ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (íèæå ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî äëÿ
âñåõ x âûïîëíåíî |ψl(x)ψr(x)| � 1)

ψs(x) =
1√
2

[ψl(x) + ψr(x)] , ψa(x) =
1√
2

[ψl(x)− ψr(x)] .

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (139) íà ψ(x), à âòîðîãî � íà ψl(x),
è âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷àåì:

d

dx
[ψ(x)ψ′l(x)− ψl(x)ψ′(x)] =

2m

~2
(E − E0)ψ(x)ψl(x) .

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî x îò −∞ äî íóëÿ. Ñ ó÷¼òîì
òîãî, ÷òî

ψl(0) = ψr(0), ψs(0) =
√

2ψl(0), ψ′s(0) = 0, ψa(0) = 0, ψ′a(0) =
√

2ψ′l(0) ,
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ïîëó÷àåì

Es − E0 =
~2

m
ψl(0)ψ′l(0) , Ea − E0 = −~

2

m
ψl(0)ψ′l(0) .

Ïóñòü òî÷êè ïîâîðîòà íà áàðüåðå ðàâíû −a è a. Èñïîëüçóÿ íîðìèðîâàííóþ
êâàçèêëàññè÷åñêóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψl(x) ïðè x < −a è ïðàâèëî ñøèâêè
(131), íàõîäèì, ÷òî ïðè −a < x < 0

ψl(x) =

√
m

Tcl

1√
|P(x)|

exp

[
−1

~

∫ x

−a
dx′ |P(x′)|

]
.

Ïîýòîìó

ψl(0) =

√
m

Tcl

1√
|P(0)|

exp

[
−1

~

∫ 0

−a
dx′ |P(x′)|

]
,

ψ′l(0) = −
√
m

Tcl

√
|P(0)|
~

exp

[
−1

~

∫ 0

−a
dx′ |P(x′)|

]
,

Es − E0 = −ε , Ea − E0 = ε , ε =
~
Tcl

exp

[
−1

~

∫ a

−a
dx′ |P(x′)|

]
,

ãäå Tcl � êëàññè÷åñêèé ïåðèîä êîëåáàíèé â ëåâîé (ïðàâîé) ÿìå. Çàìåòèì, ÷òî
ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (128), ïðè
âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ψ′l(0) íåîáõîäèìî äèôôåðåíöèðîâàòü òîëüêî ýêñïî-
íåíòó. Âèäíî, ÷òî ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì, à
ýêñïîíåíöèàëüíûé ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ íå êîýôôèöèåíòîì ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç
áàðüåð, à êâàäðàòíûì êîðíåì èç êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü ïðè t = 0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ðàâ-
íà Ψ(x, 0) = ψl(x) (ò. å. ÷àñòèöó ïîñàäèëè â ëåâóþ ÿìó). Íàäî íàéòè Ψ(x, t).
Òàê êàê

ψl(x) =
1√
2

[ψs(x) + ψa(x)] ,

òî

Ψl(x, t) =
1√
2

[
e−iEst/~ ψs(x) + e−iEat/~ ψa(x)

]
=

=
e−iE0t/~
√

2

[
eiε t/~ ψs(x) + e−iε t/~ ψa(x)

]
=

= e−iE0t/~ [cos(ε t/~)ψl(x) + i sin(ε t/~)ψr(x)] .

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü Wl(t) íàéòè ÷àñòèöó â ëåâîé ÿìå è âåðîÿòíîñòü
Wr(t) íàéòè ÷àñòèöó â ïðàâîé ÿìå ðàâíû

Wl(t) = cos2(ε t/~) , Wr(t) = sin2(ε t/~) .

Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ÷àñòèöà îñöèëëèðóåò ìåæäó äâóìÿ ÿìàìè ñ ïå-
ðèîäîì τ = π ~/ε.
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ÐÀÇÄÅË 17. ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ

Âîëíîâûå óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, îïèñûâàþùèå ðåëÿòèâèñòñêèå
÷àñòèöû, çàâèñÿò îò ñïèíà ýòèõ ÷àñòèö. Ýòè óðàâíåíèÿ íå âûâîäÿòñÿ, à ïîñòó-
ëèðóþòñÿ. Îäíàêî, ìîæíî ïðèâåñòè íåêîòîðûå àðãóìåíòû, ïî÷åìó îíè èìåþò
òîò èëè èíîé âèä. Íèæå ìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé
÷àñòèö ñî ñïèíîì íîëü è ñî ñïèíîì 1/2.

17.1. Óðàâíåíèå Êëåéíà � Ãîðäîíà

Âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì íîëü íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì Êëåéíà � Ãîðäîíà. Ýíåðãèÿ ε è èìïóëüñ p ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â
îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

1

c2
ε2 − p2 −M 2c2 = 0 , (140)

ãäåM � ìàññà ÷àñòèöû. Óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ, ε = ±
√
c2p2 +M 2c4,

ïðè÷¼ì ôèçè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì îòâå÷àåò çíàê ïëþñ. Ñîîòíîøåíèå (140) ïðè-
âåëî ê èäåå çàïèñàòü ðåëÿòèâèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïè-
íîì íîëü â îòñóòñòâèå ïîëÿ â âèäå[(

i~
∂

c ∂t

)2

− p̂2 −M 2c2

]
Ψ(r, t) = 0 ,

ãäå Ψ(r, t) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êëåé-
íà � Ãîðäîíà. Âîëíà äå Áðîéëÿ

Ψ(r, t) = exp

[
i

~
(−ε t+ p · r)

]
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøå-
íèÿ (140). Óðàâíåíèå Êëåéíà � Ãîðäîíà äëÿ ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì
ïîëå, îïèñûâàåìîì 4-x ïîòåíöèàëîì Aµ(r, t) = (ϕ(r, t), A(r, t)), èìååò âèä[(

i~
∂

c ∂t
− e

c
ϕ(r, t)

)2

−
(
p̂− e

c
A(r, t)

)2

−M 2c2

]
Ψ(r, t) = 0 . (141)

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè èíòåðïðåòàöèþ âîëíîâîé ôóíêöèè, íàì íàäî âûâå-
ñòè óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ
Ψ∗(r, t),[(

−i~ ∂

c ∂t
− e

c
ϕ(r, t)

)2

−
(
−p̂− e

c
A(r, t)

)2

−M 2c2

]
Ψ∗(r, t) = 0 , (142)
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óìíîæèì åãî ñëåâà íà Ψ(r, t), à óðàâíåíèå (141) � íà Ψ∗(r, t) è âû÷òåì èç
îäíîãî óðàâíåíèÿ äðóãîå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂

c ∂t
ρ(r, t) + div j(r, t) = 0 ,

ρ(r, t) = Ψ∗(r, t)

[(
i~

∂

∂t
− eϕ(r, t)

)
Ψ(r, t)

]
+

+

[(
i~

∂

∂t
− eϕ(r, t)

)
Ψ(r, t)

]∗
Ψ(r, t) ,

j(r, t) = cΨ∗(r, t)
[(
p̂− e

c
A(r, t)

)
Ψ(r, t)

]
+

+ c
[(
p̂− e

c
A(r, t)

)
Ψ(r, t)

]∗
Ψ(r, t) .

(143)

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé, Ψ(r, t) = exp(−iεt/~)ψ(r) â
íå çàâèñÿùåì îò âðåìåíè ïîòåíöèàëå ϕ(r). Òîãäà ïëîòíîñòü ρ(r) áóäåò ðàâíà

ρ(r) = 2[ε− eϕ(r)]|ψ(r)|2 .
Âèäíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà äëÿ ãëóáîêèõ ïîòåíöèàëîâ íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé. Ïîýòîìó îíà íå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ
êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó â òî÷êå r â èíòåðâàëå d3r. Åù¼ îä-
íèì îòëè÷èåì óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà îò óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùåå. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, è äëÿ íàõîæäåíèÿ Ψ(r, t) íàäî çàäàòü
Ψ(r, 0). Óðàâíåíèå Êëåéíà � Ãîðäîíà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, è äëÿ íàõîæäåíèÿ Ψ(r, t) íàäî çàäàòü
Ψ(r, t) ïðè t = 0 è ∂Ψ(r, t)/∂t ïðè t = 0.

Çàäà÷à 17.1. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèé ψn(r) è ψk(r), îòâå÷àþùèõ
ñîîòâåòñòâåííî ýíåðãèÿì εn è εk, â ïîòåíöèàëå ϕ(r), èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
îðòîãîíàëüíîñòè∫

d3r [εn + εk − 2eϕ(r)]ψn(r)ψ∗k(r) = 0 ïðè εn 6= εk .

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà äëÿ ÷àñòèöû â ñîñòî-
ÿíèè ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé â êóëîíîâñêîì ïîëå ϕ(r) = −Ze/r,[

1

c2

(
ε+ Ze2/r

)2 − p̂2 −M 2c2

]
ψ(r) = 0 . (144)

Â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåë¼ííûì óãëîâûì ìîìåíòîì ψ(r) = YlmR(r), ãäå ðàäè-
àëüíàÿ ôóíêöèÿ R(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ, êîòîðîå óäîáíî çàïèñàòü â
âèäå, ïîõîæåì íà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà[

p2
r

2M0
− Ze2

r
+

~2 L(L+ 1)

2M0r2

]
R(r) = E R(r) ,

M0 =
ε

c2
, L(L+ 1) = l(l + 1)− (Zα)2 , E =

1

2ε
(ε2 −M 2c4) ,

(145)
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ãäå α = e2/(~c) ≈ 1/137 � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû, ýôôåêòèâíûé
îðáèòàëüíûé ìîìåíò � L = −1/2 +

√
(l + 1/2)2 − (Zα)2. Äëÿ êóëîíîâñêîãî

ïîëÿ

E = − M0(Ze
2)2

2~2(nr + L+ 1)2
.

Îòñþäà

ε =
Mc2√

1 +
(Zα)2

N 2

, N = nr+1/2+
√

(l + 1/2)2 − (Zα)2 , n = nr+l+1 . (146)

Çàìåòèì, ÷òî ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ ïîëîæè-
òåëüíûõ ýíåðãèé, òàê êàê ïðè çàìåíå ε → −ε â óðàâíåíèè (145) (ïðè ýòîì
M0 → −M0 è E → −E) ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì
îòòàëêèâàíèÿ. Èç óðàâíåíèÿ (146) âèäíî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ãîðäî-
íà êóëîíîâñêîå âûðîæäåíèå óðîâíåé îòñóòñòâóåò. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìååò
ñìûñë òîëüêî äëÿ Zα < 1/2, òàê êàê ïðè Zα > 1/2 è l = 0 ôóíêöèÿ N
ñòàíîâèòñÿ ìíèìîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÿâëåíèþ ïàäåíèÿ íà öåíòð, ñâÿçàííî-
ãî ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà. Ïðè ó÷¼òå êîíå÷íîãî ðàäèóñà
ÿäðà îñîáåííîñòü ïðè Zα = 1/2 èñ÷åçàåò. Ïðè Zα� 1 èìååì

ε = Mc2

[
1− (Zα)2

2n2
+

(Zα)4

2n3

(
3

4n
− 1

l + 1/2

)
+ . . .

]
.

Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ïîïðàâêà ∝ (Zα)4 íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì, òàê êàê
óðàâíåíèå Êëåéíà � Ãîðäîíà íå ó÷èòûâàåò íàëè÷èå ñïèíà ó ýëåêòðîíà.

Äëÿ ñëó÷àÿ |eϕ(r, t)| �Mc2, ìû ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå
Ψ(r, t) = exp(−iMc2t/~)χ(r, t), ïðåíåáðåæ¼ì ÷ëåíîì (i~∂t − eϕ(r, t))2χ(r, t)
è ïîëó÷èì íåðåëÿòèâèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà íà ôóíêöèþ
χ(r, t).

17.2. Óðàâíåíèå Äèðàêà

Íèæå â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ
÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2, íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì Äèðàêà.

Â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ÷àñòèöà ñî ñïèíîì 1/2 îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïàóëè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè. Ðåëÿòè-
âèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 â îòñóòñòâèå âíåøíå-
ãî ïîëÿ äîëæíî èìåòü ðåøåíèå â âèäå âîëíû äå Áðîéëÿ
Ψ(r, t) = exp[i(−εt+ p · r)/~]U ñ ýíåðãèåé è èìïóëüñîì, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò óðàâíåíèþ (140), çäåñü U � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé ñòîëáåö. Îêàçàëîñü,
÷òî ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ñòîëáöà, óäîâëåòâîðÿþùèé óêàçàííûì òðåáîâàíè-
ÿì, ðàâåí ÷åòûð¼ì, à óðàâíåíèå, íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì Äèðàêà, èìååò âèä[

γ0

(
i~

∂

c ∂t

)
− γ · p̂−McI

]
Ψ(r, t) = 0 , (147)
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ãäå Ψ(r, t) � ÷åòûð¼õêîìïîíåíòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, γ0 è γ � òàê íàçû-
âàåìûå ìàòðèöû Äèðàêà, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Óðàâíåíèå Äèðàêà åù¼
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

[γµ p̂µ −McI ] Ψ(r, t) = 0 , (148)

ãäå γµ = (γ0, γ), p̂µ = i~∂/∂xµ, x0 = ct, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå,

AµBµ = A0B0 + AiBi = A0B0 −A ·B .

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà â âèäå Ψ(r, t) = exp[−ixµpµ/~]ψ,
ãäå pµ = (ε/c, p) è pµ = (ε/c, −p), ψ � ïîñòîÿííûé ñòîëáåö. Òîãäà

[γµ pµ −McI ] ψ = 0 . (149)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ìàòðèöó (γµ pµ + McI), ïîñëå ÷åãî
ïîëó÷àåì [

(γµ pµ)2 − (Mc)2 I
]
ψ = 0 .

Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå

(γµ pµ)2 = (γµ pµ)(γν pν) =

[
1

2
(γµγν + γνγµ) +

1

2
(γµγν − γνγµ)

]
pµpν =

=
1

2
(γµγν + γνγµ) pµpν .

Îòñþäà âèäíî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíîå ñîîòíîøåíèå (140) ìåæäó ýíåð-
ãèåé è èìïóëüñîì, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íà γ-ìàòðèöû

γµγν + γνγµ = 2 gµν I , (150)

ãäå gµν � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (g00 = 1, gij = −δij è g0i = 0). Ñóùåñòâóåò
ìíîãî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé γ-ìàòðèö, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàê
íàçûâàåìîå ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γ =

(
0 σ
−σ 0

)
, (151)

ãäå σ � ìàòðèöû Ïàóëè, à íóëè è åäèíèöû � ýòî äâóõìåðíàÿ íóëåâàÿ è
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû. Ìàòðèöû Äèðàêà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

(γ0)+ = γ0 , (γi)+ = −γi = γ0γiγ0 , (γ0)2 = I , (γi)2 = −I .

Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ÷àñòèöû âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðîå
îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Aµ(r, t) = (ϕ(r, t),A(r, t)), èìååò âèä[

γµ
(
p̂µ −

e

c
Aµ(r, t)

)
−McI

]
Ψ(r, t) = 0 . (152)
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Äëÿ èíòåðïðåòàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè íàì íàäî âûâåñòè óðàâíåíèå íåïðå-
ðûâíîñòè. Ñäåëàåì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå óðàâíåíèÿ (152), ó÷èòûâàÿ, ÷òî
(BC)+ = C+B+ è (γµ)+ = γ0γµγ0. Èìååì

Ψ+(r, t)γ0
[
γµ
(
− p̂←−µ −

e

c
Aµ(r, t)

)
−McI

]
γ0 = 0 , (153)

ãäå ñòðåëêà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè, ñòîÿùåé ñëåâà îò îïåðà-
òîðà. Óðàâíåíèå (153) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ψ(r, t)
[
γµ
(
− p̂←−µ −

e

c
Aµ(r, t)

)
−McI

]
= 0 , (154)

ãäå Ψ(r, t) = Ψ+(r, t)γ0 íàçûâàåòñÿ äèðàêîâñêè-ñîïðÿæ¼ííûì ñïèíîðîì. Óìíî-
æèì óðàâíåíèå (152) ñëåâà íà Ψ(r, t), (154) ñïðàâà íà Ψ(r, t) è âû÷òåì èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂

∂xµ
jµ(r, t) = 0 , jµ(r, t) = Ψ(r, t) γµ Ψ(r, t) . (155)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, â êîòîðîì

ρ(r, t) = Ψ(r, t) γ0 Ψ(r, t) = Ψ+(r, t) Ψ(r, t) ,

j(r, t) = Ψ(r, t)γ Ψ(r, t) = Ψ+(r, t)αΨ(r, t) ,
(156)

ãäå α = γ0γ, α+ = α. Âèäíî, ÷òî ρ(r, t) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ë¼ííîé âåëè÷èíîé è å¼ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
íàéòè ÷àñòèöó â òî÷êå r â ìîìåíò âðåìåíè t, õîòÿ, êàê ìû óâèäèì, òàêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ â ñèëüíûõ ïîëÿõ ìîæåò áûòü ïðîáëåìàòè÷íîé.

17.3. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (149), ñîîòâåòñòâóþùåìó ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ.
Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä γ-ìàòðèö, çàïèøåì åãî â âèäå(

ε/c−Mc −σ · p
σ · p −ε/c−Mc

)(
φ
χ

)
= 0 , (157)

ãäå φ è χ � äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû. Ðåøåíèå U ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ε > Mc2 è V äëÿ ε < −Mc2 èìåþò âèä

U =

√
ε+Mc2

2 ε

(
φ

cσ · p
ε+Mc2

φ

)
, V =

√
|ε|+Mc2

2|ε|

(
− cσ · p
|ε|+Mc2

χ

χ

)
,

U+U = 1 , c U+αU =
c2 p

ε
= v , V +V = 1 , c V +αV = −c

2 p

|ε|
= −v,

(158)
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ãäå φ+φ = 1 è χ+χ = 1. Â ñèñòåìå, ãäå p = 0, äèðàêîâñêèé ñïèíîð U èìå-
åò òîëüêî äâå âåðõíèå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû, à V � äâå íèæíèå íåíóëåâûå
êîìïîíåíòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì äâà ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûõ ðåøå-
íèÿ, îòâå÷àþùèå äâóì îðèåíòàöèÿì ñïèíà, è äâà îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûõ
ðåøåíèÿ. Ñìûñë îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûõ ðåøåíèé ìû îáñóäèì ïîçäíåå.

17.4. Ãàìèëüòîíîâà ôîðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà

Óðàâíåíèå Äèðàêà ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå, ïîõîæåé íà óðàâíåíèå Øðå-
äèíãåðà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (152) íà ìàò-
ðèöó γ0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) = Ĥ Ψ(r, t), Ĥ = eϕ(r, t)+cα ·

(
p̂− e

c
A(r, t)

)
+Mc2 γ0 . (159)

Ìîæíî áûëî áû äóìàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü ïëîòíîñòè ρ(r, t) è ãàìèëüòî-
íîâà ôîðìà (159) ãàðàíòèðóþò îòñóòñòâèå òðóäíîñòåé â èíòåðïðåòàöèè ðå-
çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Äèðàêà, íî ýòî íå òàê. Çàìå-
òèì, ÷òî ó ãàìèëüòîíèàíà Ĥ óðàâíåíèÿ Äèðàêà íåò ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ
ñ íàèíèçøåé ýíåðãèåé (ò. å. îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ) èç-çà íàëè÷èÿ ñîñòîÿíèé
ñ ε < −Mc2. Íàëè÷èå òðóäíîñòåé ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåãî ïðèìåðà. Ðàññìîòðèì ãåéçåíáåðãîâñêèé îïåðàòîð ñêîðîñòè

v̂H =
i

~
[Ĥ, r̂H ] = cα .

Òàê êàê (αi)2 = I, òî ìû ïðèõîäèì ê ïàðàäîêñàëüíîìó âûâîäó î òîì, ÷òî
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà v̂2

H ðàâíû 3c2 > c2 !

17.5. Ñâîéñòâà ìàòðèö Äèðàêà

Ïðèâåä¼ì ñâîéñòâà ìàòðèö Äèðàêà, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè
âû÷èñëåíèÿõ. Ââåä¼ì ìàòðèöó γ5,

γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 −1
−1 0

)
, γ5γµ + γµγ5 = 0 , (160)

è ìàòðèöû σµν =
i

2
[γµ, γν],

σµν = −σνµ , σ0 i = iγ0γi = i αi , σi j = εijk Σk , (161)

α =

(
0 σ
σ 0

)
, Σ = −γ5α =

(
σ 0
0 σ

)
. (162)

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì øåñòíàäöàòü ìàòðèö:

I , γ5 , γµ , iγ5γµ , σµν ,
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ïðè÷¼ì ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö èç ýòîãî íàáîðà (γA è γB � ñ
ó÷¼òîì êîâàðèàíòíîñòè èíäåêñîâ) èìååò âèä Sp

(
γAγB

)
= 4δAB. Ëþáóþ ìàòðè-

öó 4× 4 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ øåñòíàäöàòè
ìàòðèö γA.

17.6. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè P̂

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè r → −r èìååì

ϕ(r, t)→ ϕ̃(r, t) = ϕ(−r, t) , A(r, t)→ Ã(r, t) = −A(−r, t) ,

è ôóíêöèÿ Ψ(−r, t) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ[
γ0

(
i~

∂

c ∂t
− e

c
ϕ̃(r, t)

)
+ γ ·

(
p̂− e

c
Ã(r, t)

)
−McI

]
Ψ(−r, t) = 0 . (163)

Ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ Äèðàêà çíàêîì ïåðåä ìàòðèöåé γ.
×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Äèðàêà, óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíå-
íèÿ ñëåâà íà γ0 è ïåðåíåñ¼ì ýòó ìàòðèöó íàïðàâî, èñïîëüçóÿ àíòèêîììóòà-
òèâíîñòü ñ γ, ïîëó÷àåì[

γ0

(
i~

∂

c ∂t
− e

c
ϕ̃(r, t)

)
− γ ·

(
p̂− e

c
Ã(r, t)

)
−McI

]
Ψ̃P (r, t) = 0 ,

Ψ̃P (r, t) = P̂Ψ(r, t) = γ0 Ψ(−r, t) .
(164)

Òî åñòü, ïðè P̂ ïðåîáðàçîâàíèè φ(r, t) → φ(−r, t) è χ(r, t) → −χ(−r, t),
ãäå φ(r, t) � äâå âåðõíèå, à χ(r, t) � äâå íèæíèå êîìïîíåíòû äèðàêîâñêî-
ãî ñïèíîðà Ψ(r, t). Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé

Ψ, íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåë¼ííîé P-÷¼òíîñòüþ, åñëè P̂Ψ = λΨ, ãäå
λ = ±1. Òàê êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà ýòîìó ñîîòíîøåíèþ íå óäîâëå-
òâîðÿåò (çà ñ÷¼ò ìàòðèöû γ0, ñì. (164)), òî ó ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 íå ìîæåò
áûòü îïðåäåë¼ííîé P-÷¼òíîñòè. Ïîýòîìó íåëüçÿ ïîñòàâèòü ýêñïåðèìåíò, â êî-
òîðîì èçìåðÿåòñÿ P-÷¼òíîñòü ñèñòåìû ñî ñïèíîì 1/2 (ñ ëþáûì ïîëóöåëûì
ñïèíîì). Îïðåäåë¼ííàÿ P-÷¼òíîñòü ìîæåò áûòü òîëüêî ó ñèñòåìû ñ öåëûì
ñïèíîì.

17.7. Ïðåîáðàçîâàíèå îáðàùåíèÿ âðåìåíè T̂

Ïðè îáðàùåíèè âðåìåíè t→ −t èìååì

ϕ(r, t)→ ϕ̃(r, t) = ϕ(r,−t) , A(r, t)→ Ã(r, t) = −A(r,−t) .

Äîïîëíèòåëüíûé çíàê ìèíóñ â ôîðìóëå äëÿ âåêòîð-ïîòåíöèàëà ñâÿçàí ñ òåì,
÷òî Ã ïðîïîðöèîíàëåí ñêîðîñòè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, à ñêîðîñòü ïðè çàìåíå
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t→ −t ìåíÿåò çíàê. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ψ(r,−t) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ[
γ0

(
−i~ ∂

c ∂t
− e

c
ϕ̃(r, t)

)
− γ ·

(
p̂+

e

c
Ã(r, t)

)
−McI

]
Ψ(r,−t) = 0 . (165)

êîòîðîå íå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Äèðàêà. ×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Äèðà-
êà, ñäåëàåì ñíà÷àëà êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå óðàâíåíèÿ (165) ñ ó÷¼òîì òîãî,
÷òî (γµ)∗ = γ2γµγ2 è (γ2)2 = −I, ïîëó÷àåì[

γ0

(
i~

∂

c ∂t
− e

c
ϕ̃(r, t)

)
+ γ ·

(
p̂− e

c
Ã(r, t)

)
+McI

]
γ2 Ψ∗(r,−t) = 0 .

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñëåâà íà γ0γ5 è ïåðåíåñ¼ì ýòó
ìàòðèöó íàïðàâî, èñïîëüçóÿ å¼ àíòèêîììóòàòèâíîñòü ñ γ0 è êîììóòàòèâíîñòü
ñ γ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå Äèðàêà[

γ0

(
i~

∂

c ∂t
− e

c
ϕ̃(r, t)

)
− γ ·

(
p̂− e

c
Ã(r, t)

)
−McI

]
Ψ̃T (r, t) = 0 ,

Ψ̃T (r, t) = T̂Ψ(r, t) = γ0γ5γ2 Ψ∗(r,−t) = −iγ1γ3 Ψ∗(r,−t) .
(166)

17.8. Ïðåîáðàçîâàíèå çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ Ĉ

Ñäåëàåì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå óðàâíåíèÿ (152) è ó÷ò¼ì, ÷òî
(γµ)∗ = γ2γµγ2 è (γ2)2 = −I. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì[

γ0

(
i~

∂

c ∂t
+
e

c
ϕ(r, t)

)
− γ ·

(
p̂+

e

c
A(r, t)

)
−McI

]
Ψ̃C(r, t) = 0 ,

Ψ̃C(r, t) = ĈΨ(r, t) = iγ2 Ψ∗(r, t) .

(167)

Ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ̃C(r, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà ñ çàðÿäîì
−e. Åñëè ìû âîçüì¼ì â êà÷åñòâå Ψ(r, t) îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíîå ðåøåíèå,

òî Ψ̃C(r, t) áóäåò ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûì ðåøåíèåì, íî ñ çàðÿäîì äðóãî-
ãî çíàêà, ò. å. áóäåò âîëíîâîé ôóíêöèåé àíòè÷àñòèöû. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ
çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ê îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíîìó ðåøåíèþ V ñâîáîäíîãî
óðàâíåíèÿ Äèðàêà, ñì. (158) :

Ĉ V =

√
|ε|+Mc2

2|ε|

 iσ2 χ
∗

ic σ2σ
∗ · p

|ε|+Mc2
χ∗

 =

√
|ε|+Mc2

2|ε|

 φa
c σ2σ

∗ · pσ2

|ε|+Mc2
φa

 ,

ãäå φa = iσ2χ
∗. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî σ2σ

∗σ2 = −σ è σ2σσ2 = −σ∗. Ïîýòîìó
Ĉ V ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûì ðåøåíèåì U , ñì. óðàâíåíèå (158),
ñ èìïóëüñîì −p. Íàéä¼ì íàïðàâëåíèå ñïèíà ζa, ñîîòâåòñòâóþùåå ñïèíîðó φa:

ζa = φ+
a σφa = χTσ2σσ2χ∗ = −χTσ∗χ∗ = −(χ+σχ)∗ = −ζ .
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Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ, èìïóëüñ, çàðÿä è íàïðàâëåíèå ñïèíà àíòè÷àñòèö
èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí
îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àíòè÷à-
ñòèöû êàê ¾äûðêè¿ â ¾ìîðå¿ ÷àñòèö ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé (ìîðå Äè-
ðàêà).

Ðàññìîòðèì ïîçèòðîíèé � âîäîðîäîïîäîáíûé àòîì, ÿâëÿþùèéñÿ ñâÿçàí-
íûì ñîñòîÿíèåì ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà (àíòè÷àñòèöû ýëåêòðîíà). Òàê êàê
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé ñïèíîðîâ φ
è φa, ò. å. φ è χ∗, òî ýòà ôóíêöèÿ ïðè P -ïðåîáðàçîâàíèè ìåíÿåò çíàê. Òàêèì
îáðàçîì, âíóòðåííÿÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷¼òíîñòü ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷à-
ñòèöû è àíòè÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 ðàâíà −1 è íå çàâèñèò îò ïîëíîãî ñïèíà
ñèñòåìû (íîëü èëè åäèíèöà). Åñëè îðáèòàëüíûé ìîìåíò ïîçèòðîíèÿ ðàâåí l,
òî ïîëíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷¼òíîñòü ñèñòåìû ðàâíà P = (−1)l+1.

17.9. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà è óðàâíåíèå Äèðàêà

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. ×åòûð¼õ-
âåêòîðû ñ âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè
xµ = gµν xν è xµ = gµν x

ν, ãäå gµν, g
µν � ìåòðè÷åñêèå òåíçîðû: g00 = g00 = 1,

gij = gij = −δij è g0i = g0i = 0. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå gµαg

αµ′ = δµ
′

µ , ãäå δ
µ′
µ � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé íóëþ äëÿ

µ 6= µ′ è ðàâíûé åäèíèöå äëÿ µ = µ′.
Ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà â äðóãóþ 4-õ âåêòîðû xµ è xµ

ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x̃ν = Lναgαµ x
µ , x̃ν = Lναg

αµ xµ , (168)

ãäå ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ Lµν è Lµν ñîîòâåòñòâóþò ïîâîðîòàì ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, ïåðåõîäó â äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷¼òà (áóñò), à òàêæå ïðîñòðàí-
ñòâåííîé èíâåðñèè (r → −r) è îáðàùåíèþ âðåìåíè (t → −t). Ýòè ìàòðèöû
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

LναgαµLνβg
βµ′ = δµ

′

µ . (169)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (169) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû (ñ ó÷¼òîì
ïðàâèëà ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ ñ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ gµν è gµν
îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ òðàíñïîíèðîâàííîé):(

L−1
)ν
·µ = Lµαg

αν = L· νµ

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

xν = x̃µLµαg
αν , xν = x̃µL

µαgαν .
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Ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì xµ è x̃µ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

∂µ ≡
∂

∂xµ
= Lναgαµ

∂

∂x̃ν
≡ Lναgαµ∂̃ν , ∂̃ν = Lναg

αµ∂µ .

Ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Aµ(x), êîòîðûé ÿâíî çàâèñèò îò êîîð-
äèíàòû x, ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà â äðóãóþ ïðåîáðàçóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aµ(x) = Ãν(x̃)Lναgαµ. (170)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà óðàâíåíèå Äèðàêà ñîõðà-
íèëî ñâîé âèä, íåîáõîäèìî òàêæå ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè
Ψ(x) = S Ψ̃(x̃), ãäå S � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, äåéñòâóþùàÿ íà äèðàêîâñêèé
ñïèíîð. Èìååì[(

S−1γµS
)
Lναgαµ

(
ˆ̃pν −

e

c
Ãν(x̃)

)
−McI

]
Ψ̃(x̃) = 0 , (171)

ãäå ˆ̃pν = i~ ∂/∂x̃ν. Ìû âèäèì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà òðåáóåò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ(

S−1γµS
)
Lναgαµ = γν ⇒ S−1γµS = γν Lναg

αµ , γµS Lναgαµ = S γν . (172)

Ñäåëàåì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îáåèõ ñòîðîí ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ
ñîîòíîøåíèÿ (BC)+ = C+B+ è (γµ)+ = γ0γµγ0. Ïîñëå ýòîãî óìíîæèì îáå
÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà ñëåâà íà γ0 è ñïðàâà íà γ0 S, ïîëó÷èì

(γ0S+γ0S)γν = γν(γ0S+γ0S) .

Òî åñòü, ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà γ0S+γ0S êîììóòèðóåò ñ ëþáîé γ-ìàòðèöåé,
ïîýòîìó îíà ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Ñ ó÷¼òîì ñîõðàíåíèÿ íîð-
ìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ, êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè óäîáíî âû-
áðàòü ðàâíûì åäèíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå

γ0S+γ0S = 1 ⇒ S−1 = γ0S+γ0 ,

ò. å. S íå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé ìàòðèöåé.
Ðàññìîòðèì òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ áèëèíåéíûõ ôîðì.

Äëÿ ΨΨ èìååì

ΨΨ = Ψ+γ0Ψ = Ψ̃+S+γ0SΨ̃ = Ψ̃γ0S+γ0SΨ̃ = Ψ̃Ψ̃ ,

ò. å. ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ ëîðåíöåâûì ñêàëÿðîì.
Äëÿ ΨγµΨ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà:

ΨγµΨ = Ψ+γ0γµΨ = Ψ̃+S+γ0γµSΨ̃ = Ψ̃γ0S+γ0γµSΨ̃ =

= Ψ̃γ0S+γ0S S−1γµSΨ̃ = Ψ̃S−1γµSΨ̃ = Ψ̃γνΨ̃Lναg
αµ ,

(173)
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òàêèì îáðàçîì ΨγµΨ ÿâëÿåòñÿ 4-õ âåêòîðîì. Àíàëîãè÷íî, ΨσµνΨ ÿâëÿåòñÿ
4-õ òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò Ψγ5Ψ.
Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó γ5 â âèäå

γ5 =
i

4!
εµ ν αβ γ

µγνγαγβ ,

ãäå εµ ν αβ � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð, ε0 1 2 3 = −1. Òîãäà

Ψγ5Ψ =
i εµ ν αβ

4!
Ψ̃ γµ

′
γν
′
γα
′
γβ
′
Ψ̃Lµ′µ′′g

µ′′µ Lν′ν′′g
ν′′ν Lα′α′′g

α′′α Lβ′β′′g
β′′β =

=
i εµ

′′ ν′′ α′′ β′′

4!
Ψ̃ γµ

′
γν
′
γα
′
γβ
′
Ψ̃Lµ′µ′′ Lν′ν′′ Lα′α′′ Lβ′β′′ =

= detL
i εµ′ ν′ α′ β′

4!
Ψ̃ γµ

′
γν
′
γα
′
γβ
′
Ψ̃ = detL Ψ̃ γ5Ψ̃ ,

(174)

ãäå detL � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Lµ· ν . Ïðè áóñòàõ è ïîâîðîòàõ detL = 1, à
ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì îòðàæåíèè r → −r èìååì detL = −1. Òàêèì îáðàçîì,
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè Ψγ5Ψ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì,
à ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâîðîòîâ è áóñòîâ � ñêàëÿðîì. Àíàëîãè÷íî,

Ψγ5γµΨ = detL Ψ̃ γ5γνΨ̃Lναg
αµ , (175)

ò. å., ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè Ψγ5γµΨ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîâåê-
òîðîì, à ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâîðîòîâ è áóñòîâ � âåêòîðîì.

Ðàññìîòðèì èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà
Lµν = gµν + tµν ñ ìàëûìè tµν. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ LναgαµLνβg

βµ′ = δµ
′

µ ñëå-
äóåò, ÷òî tµν+tνµ = 0. Ïðåäñòàâèì S â âèäå S = 1+δS. Äàëåå, èç ñîîòíîøåíèÿ
γµS Lναgαµ = S γν ñëåäóåò, ÷òî

[δS, γν] = tν·µ γ
µ .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

[σαβ, γν] = 2i (gνβ γα − gνα γβ) ,

êîòîðîå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, èñïîëüçóÿ (150). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

S = 1 +
i

4
tµν σ

µν .

17.10. Óðàâíåíèå Ïàóëè

Ïåðåéä¼ì ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ïðèáëèæåíèþ óðàâíåíèÿ Äèðàêà (152).
Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
Ψ(r, t) = exp(−iMc2 t/~)ψ(r, t) è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîìïîíåíòû eAµ(r, t)
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ìíîãî ìåíüøåMc2. Òîãäà â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî 1/c íèæíèå êîìïîíåíòû χ äè-
ðàêîâñêîãî ñïèíîðà ψ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåðõíèå êîìïîíåíòû φ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

χ =
(σ · P̂)

2Mc
φ , P̂ = p̂− e

c
A(r, t) ,

òàê ÷òî âåðõíèå êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

i~
∂

∂t
φ =

[
eϕ(r, t) +

(σ · P̂)2

2M

]
φ .

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî σiσj = δij + iεijk σk , èìååì

(σ · P̂)2 = P̂2
+
i

2
εijk[P̂ i, P̂j ]σk ,

[P̂ i, P̂j ] =
ie~
c

(
∂

∂xi
Aj − ∂

∂xj
Ai

)
=
ie~
c
εijaHa ,

(176)

ãäå H � ìàãíèòíîå ïîëå. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ïàóëè ñ ìàã-
íèòíûì ìîìåíòîì µ = e~/(2Mc):

i~
∂

∂t
φ =

[
eϕ(r, t) +

P̂2

2M
− e~

2Mc
(σ ·H)

]
φ .

Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñëåäóåò ïðåäñêàçàíèå äëÿ âåëè÷èíû
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà, µe = −µB, è ýòà âåëè÷èíà î÷åíü áëèçêà ê ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé, µe = −1,001µB. Íî ó ïðîòîíîâ (íå ãîâîðÿ óæå î
íåéòðîíàõ) ìàãíèòíûé ìîìåíò î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
µN = |e|~/(2Mpc), µp = 2,79µN è µn = −1,91µN . Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû
îáñóæäàåòñÿ íèæå.

17.11. Îáîáù¼ííîå óðàâíåíèå Äèðàêà

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü ïðîáëåìó ñ ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè ïðîòîíà è
íåéòðîíà, áûëî íàïèñàíî îáîáù¼ííîå óðàâíåíèå Äèðàêà[

γµ P̂µ −McI − µ′

2c
σµν F

µ ν

]
Ψ(r, t) = 0 , (177)

ãäå µ′ = µ − e~/(2Mc) � àíîìàëüíûé ñïèíîâûé ìàãíèòíûé ìîìåíò, à µ �
ïîëíûé ñïèíîâûé ìàãíèòíûé ìîìåíò ÷àñòèöû. Òàê êàê

F0i = E i , Fij = −εijkHk , σ0i = i αi , σij = εijk Σk ,
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ãäå àíòèñèììåòðè÷íûé òð¼õìåðíûé òåíçîð εijk ðàâåí åäèíèöå äëÿ êîìïîíåí-
òû ε123, òî [

γµ P̂µ −McI +
µ′

c
(Σ ·H− iα · E)

]
Ψ(r, t) = 0 . (178)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì

i~
∂

∂t
φ =

[
eϕ(r, t) +

P̂2

2M
−
(

e~
2Mc

+ µ′
)

(σ ·H)

]
φ .

Ñòðîãî ãîâîðÿ, óðàâíåíèå (178) â ñëó÷àå î÷åíü ñèëüíûõ ïîëåé íå ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåíèìûì. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ðàññìîòðèì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå Ψ0 íåé-
òðîíà â îäíîðîäíîì ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëåH, íàïðàâëåííîì âäîëü îñè
z. Òàê êàê çàðÿä íåéòðîíà ðàâåí íóëþ, òî èìïóëüñ p ñîõðàíÿåòñÿ, è îñíîâíîìó
ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò |p| = 0. Ïîýòîìó äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ[

γ0 ε

c
−McI +

µ′

c
HΣ3

]
Ψ0(r, t) = 0 , (179)

èëè
σ3φ = λφ , χ = 0 , ε = Mc2 − λµ′H , |λ| = 1 .

Òàê êàê äëÿ íåéòðîíà µ′ < 0, òî äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ λ = −1. Âèäíî,
÷òî ïðè H →∞ ýíåðãèÿ ε→ −∞, õîòÿ ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè ãèãàíòñêèõ
ïîëÿõ H &Mc2/µ′.

17.12.Óðàâíåíèå Äèðàêà â öåíòðàëüíîì ïîëå

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà, ÷òîáû óçíàòü, ñîõðàíÿåòñÿ ëè
íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà èëè íåò, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êîììóòà-
òîð ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòî-
íèàí ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå Aµ = (Φ(r),0), ãäå Φ(r) ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé,

Ĥ = eΦ(r) + cα · p̂+Mc2 γ0 . (180)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

[p̂i, l̂j] = i εijk p̂k , [αi, Σj] = 2i εijk αk , [γ0, Σj] = 0 ,

ïîëó÷àåì

[Ĥ, l̂j] = ic εijk αi p̂k , [Ĥ,
1

2
Σj] = ic εijk αk p̂i , [Ĥ, Ĵ j] = 0 , Ĵ = l̂ +

1

2
Σ .
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Ìû âèäèì, ÷òî îïåðàòîð Σ/2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïåðàòîð ñïèíà,
îðáèòàëüíûé ìîìåíò l íå ñîõðàíÿåòñÿ äàæå â îòñóòñòâèè ïîëÿ, òàê æå êàê è
ñïèí, à ïîëíûé ìîìåíò J ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñîñòîÿíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2, ïîëíûì ìîìåíòîì
j, ïðîåêöèåé jz = m è îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = j + λ/2 , ãäå λ = ±1, îïè-
ñûâàåòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûì ñôåðè÷åñêèì ñïèíîðîì Ωj, l,m(θ, ϕ). ×¼òíîñòü
ýòîãî ñïèíîðà ðàâíà (−1)l. Äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ïðè ïðåîáðàçîâà-
íèè ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè φ(r) → φ(−r) è χ(r) → −χ(−r). Ïîýòîìó,
÷òîáû ñîñòîÿíèå èìåëî ÷¼òíîñòü (−1)l, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
χ(−r) = (−1)l+1χ(r), ò. å. χ(r) ∝ Ωj, l′,m(θ, ϕ), ãäå l′ = j − λ/2. Ñëåäîâàòåëü-
íî, äèðàêîâñêèé ñïèíîð â ñîñòîÿíèè ñ ïîëíûì ìîìåíòîì j, ïðîåêöèåé jz = m
è ÷¼òíîñòüþ (−1)l ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ψ(r) =

(
Ωj, l,m(θ, ϕ) f(r)
−λΩj, l′,m(θ, ϕ) g(r)

)
. (181)

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè f(r) è g(r), âîñïîëüçóåìñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

Ωj, l′,m(θ, ϕ) = iλ (σ · n)Ωj, l,m(θ, ϕ) ,

(σ · n)(σ · p̂) = n · p̂+
i~
r
σ · l̂ = −i~

[
∂

∂r
− 1

r
σ · l̂

]
.

(182)

Ïåðâîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïåðà-
òîð (n · σ) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì Ĵ , ò. å. äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà íå
ìîæåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ j, íî ìåíÿåò ÷¼òíîñòü ñîñòîÿíèÿ. Êðîìå òîãî,
(n·σ)2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (σ ·n)Ωj, l,m = aΩj, l′,m è |a| = 1. Âòîðàÿ ôîðìóëà
â (182) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé σiσj = δij+ iεijkσk, n · p̂ = −i~∂/∂r
è n× p̂ = ~ l̂/r.

Ïîäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ (181) â óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ÷àñòèöû â
ïîòåíöèàëå u(r) = eΦ(r) è óìíîæèì óðàâíåíèå ñëåâà íà Σ ·n. Â ðåçóëüòàòå,
èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì

∂

∂r
f(r) +

1 + κ
r

f(r)− 1

~c
[ε− u(r) +Mc2] g(r) = 0 ,

∂

∂r
g(r) +

1− κ
r

g(r) +
1

~c
[ε− u(r)−Mc2] f(r) = 0 ,

(183)

ãäå κ = λ(j + 1/2).
Â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå u(r) = −Ze2/r íà ðàññòîÿíèÿõ r � ~/(Mc)

èìååì

f(r) =
Zα

ν + κ
g(r) ∝ rν−1 , ν =

√
κ2 − (Zα)2 .

Òàêèì îáðàçîì, â êóëîíîâñêîì ïîëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ (f ∝ rν0−1,
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ãäå ν0 =
√

1− (Zα)2), â îòëè÷èå îò íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ. Îäíàêî ýòà
ñèíãóëÿðíîñòü íå íàðóøàåò íîðìèðóåìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè äëÿ Zα < 1.
Òî, ÷òî ðåøåíèÿ èìåþò ñìûñë òîëüêî äëÿ Zα < 1, ñâÿçàíî ñ ÿâëåíèåì ïàäå-
íèÿ íà öåíòð â ñèíãóëÿðíîì êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå. Ïðè ó÷¼òå êîíå÷íîãî
ðàçìåðà ÿäðà ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè Z ∼ 170, ÷òî ñâÿçàíî ñ ðîæäåíèåì
ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð â ñèëüíûõ ïîëÿõ. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ

f(r) = −

√
Mc2 + ε

Mc2 − ε
g ∝ 1

r
exp(−Kr) , K =

√
M 2c4 − ε2

~c
.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (183) äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà äà¼ò ñïåêòð

ε = mc2

[
1 +

(Zα)2

(ν + nr)2

]−1/2

, (184)

ãäå nr � ðàäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, nr = 0, 1, 2, . . . ïðè λ < 0 è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, nr = 1, 2, . . . ïðè λ > 0. Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî nr
ýíåðãèè óðîâíåé ñ l = j + 1/2 è l = j − 1/2 ñîâïàäàþò. Ïðè Zα� 1 èìååì

ε ≈ mc2

[
1− (Zα)2

2n2
+

(Zα)4

2n3

(
3

4n
− 1

j + 1/2

)]
, n = j + 1/2 + nr . (185)

17.13. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà àòîìà âîäîðîäà

Âûâåäåì ôîðìóëó (185), èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå îá ýôôåêòèâíîì ãàìèëüòî-

íèàíå Ĥeff . Îïðåäåëèì åãî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ v2/c2

èìåëî ìåñòî ñîîòíîøåíèå

M ≡
∫

d3r U+
p2
e−ip2·r/~

[
−Ze

2

r

]
eip1·r/~ Up1 =

=

∫
d3r φ+

2 e
−ip2·r/~ Ĥeff e

ip1·r/~ φ1 ,

ãäå Up2 è Up1 � äèðàêîâñêèå ñïèíîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå èìïóëüñàì p2 è p1 è
íåðåëÿòèâèñòñêèì ñïèíîðàì φ2 è φ1. Ïîäñòàâèì ÿâíûé âèä ñïèíîðîâ, âîçüì¼ì
èíòåãðàë ïî d3r è óäåðæèì ÷ëåíû ïîðÿäêà v2/c2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

M = φ+
2

[
−4πZe2

q2
+
π Ze2~2

2m2c2
− iπ Ze2 ~σ · [q × p1]

m2c2 q2

]
φ1 , q =

p2 − p1

~
. (186)

Âçÿâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íàõîäèì

Ĥeff = −Ze
2

r
+
π Ze2~2

2m2c2
δ(r) +

Ze2 ~2 (σ · l̂)
4m2c2 r3

. (187)
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Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ v2/c2

ðàâíà T = p2/(2m)− (p2)2/(8m3c2). Ïîýòîìó ðåëÿòèâèñòñêàÿ ïîïðàâêà δĤ ê
íåðåëÿòèâèñòñêîìó ãàìèëüòîíèàíó ÷àñòèöû â êóëîíîâñêîì ïîëå ðàâíà:

δĤ = − (p̂2)2

8m3c2
+
πZe2~2

2m2c2
δ(r) +

Ze2 ~2 (σ · l̂)
4m2c2 r3

. (188)

Òàêèì îáðàçîì δĤ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òð¼õ âêëàäîâ, δĤ = δĤ1 + δĤ2 + δĤ3.

17.14. Èíòåðïðåòàöèÿ âêëàäîâ â òîíêóþ ñòðóêòóðó

Ïåðâûé âêëàä δĤ1 èìååò ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ: êàê óæå ãîâîðèëîñü,
îí âîçíèêàåò èç ðàçëîæåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷à-
ñòèöû: √

m2c4 + p2c2 ≈ mc2 +
p2

2m
− (p2)2

8m3c2
+ . . . . (189)

Äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì íîëü òîëüêî δĤ1 äà¼ò âêëàä â ðåëÿòèâèñòñêóþ ïî-
ïðàâêó. Ïîýòîìó âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû â (188) èìåþò ñïèíîâîå ïðîèñõîæ-

äåíèå, õîòÿ δĤ2 è íå ñîäåðæèò îïåðàòîð ñïèíà. Ýòîò âêëàä íå èìååò ïðîñòîé
èíòåðïðåòàöèè, à âîò òðåòèé âêëàä δĤ3 èìååò íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Îí ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ âêëàäîâ, δĤ3 = h1 + h2. Ñëàãàåìîå h1 îòâå÷àåò
âçàèìîäåéñòâèþ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà µ = µσ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì
H = [E ×β], êîòîðîå âîçíèêàåò â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà â ðåçóëüòàòå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà èç ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E = Qr/r3, ãäå β = v/c, v �
ñêîðîñòü ÷àñòèöû, Q = −Ze � çàðÿä ÿäðà. Èìååì

h1 = −µ ·H = −µ[E × β] · σ. (190)

Ñëàãàåìîå h2 ñâÿçàíî ñ òàê íàçûâàåìîé ïðåöåññèåé Òîìàñà. Ïðåäñòàâèì ñåáå,
÷òî íåò âîîáùå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à ÷àñòèöà äâèæåòñÿ óñêîðåííî ïîä
äåéñòâèåì êàêèõ-òî äðóãèõ (íå ýëåêòðîìàãíèòíûõ) ñèë. Ïîêàæåì, ÷òî è â
ýòîì ñëó÷àå ñïèí áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè. ×åòûð¼õ-âåêòîð ñêîðîñòè Uµ è
4-õ âåêòîð ñïèíà Sµ â ñèñòåìå ïîêîÿ ÷àñòèöû èìåþò âèä:

Uµ = (1, 0) , Sµ = (0, s) , (191)

ãäå s � íåðåëÿòèâèñòñêèé âåêòîð ñïèíà. Â ñèñòåìå, ãäå ÷àñòèöà èìååò ñêî-
ðîñòü v, ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

Uµ = (γ, γβ) , Sµ =

(
γs · β , s+

(γ − 1)(s · β)β

β2

)
, (192)

ãäå β = v/c è γ = 1/
√

1− β2. Òàêèì îáðàçîì

UµU
µ = 1 , SµU

µ = 0 . (193)
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî dSµ/dt = 0. Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà Uµ. Òîãäà
ïîëó÷èì

UµdS
µ/dt = d(UµS

µ)/dt− SµdUµ/dt = −SµdUµ/dt = 0 ,

÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óñêîðåíèÿ dUµ/dt. Ïîýòîìó óðàâíå-
íèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ñïèíà çà ñ÷¼ò óñêîðåíèÿ (ïðåöåññèÿ Òîìàñà),
ìîæíî íàïèñàòü â âèäå

dSµ

dt
= −Uµ

(
Sν
dU ν

dt

)
. (194)

Ðàçëàãàÿ S äî êâàäðàòè÷íûõ ïî β ÷ëåíîâ, ïîëó÷àåì:

S = s+
1

2
(s · β)β + . . . .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (194) è óäåðæèâàÿ êâàäðàòè÷íûå ïî β ÷ëåíû,
íàõîäèì óðàâíåíèå íà s:

ṡ+
1

2

[
β̇(s · β) + β(s · β̇)

]
= β(s · β̇) ,

ãäå Ȧ ≡ dA/dt äëÿ ëþáîãî A. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

ṡ =
1

2
[s× [β × β̇]] . (195)

Òåïåðü âñïîìíèì óðàâíåíèå Ãåéçåíáåðãà è êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
êîìïîíåíò îïåðàòîðà ñïèíà

ṡ =
i

~
[h2, s] , [si, sj] = i εijksk . (196)

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è (195) íàõîäèì h2:

h2 = −~
2

[β × β̇] · s . (197)

Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà: mv̇ = eE , èëè β̇ = e/(mc)E , ïîëó÷àåì

h2 =
e~

4mc
[E × β] · σ . (198)

Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ δĤ3 = h1 + h2 ïîëó÷àåì

δĤ3 = −
(
µ− e~

4mc

)
[E × β] · σ . (199)
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Òàê êàê E = Qr/r3, β = p̂/(mc) è [r × p̂] = ~l̂, òî

δĤ3 = −~Q
mc

(
µ− e~

4mc

)(
l̂ · σ
r3

)
. (200)

Î÷åâèäíî, ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñòàíîâêå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà è ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà
÷àñòèöû. Äëÿ ýëåêòðîíà µ = e~/(2mc) è, ñëåäîâàòåëüíî, µ− e~/(4mc) = µ/2
(òîìàñîâñêàÿ ïîëîâèíêà). Îäíàêî äëÿ íåéòðîíà ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ðàâåí
íóëþ, en = 0, è µn = −1,91|e|~/(2mpc) 6= 0, ò. å. íèêàêîé ïîëîâèíêè íåò. À
äëÿ ïðîòîíà µp = 2,79|e|~/(2mpc) è ep = |e| � òîæå íåò ïîëîâèíêè (mp �
ìàññà ïðîòîíà). Òàêèì îáðàçîì, ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå � ýòî

ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ ýôôåêòîâ!

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåì âèäå ïîïðàâêà δĤ2 ðàâíà

δĤ2 = −2π~Q
mc

(
µ− e~

4mc

)
δ(r) . (201)

Ñóììà δĤ2 + δĤ3 ðàâíà

δĤ2 + δĤ3 = −~Q
mc

(
µ− e~

4mc

)[
2πδ(r) +

l̂ · σ
r3

]
. (202)

Ïîïðàâêè δĤ2 è δĤ3 íèêîãäà íå ðàáîòàþò îäíîâðåìåííî. Ïîïðàâêà δĤ2 äà¼ò
íåíóëåâîé âêëàä òîëüêî äëÿ íóëåâîãî îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà l = 0, äëÿ êîòî-
ðîãî ψ(0) 6= 0. Ïðè ýòîì âêëàä δĤ3 îáðàùàåòñÿ â íîëü. Äëÿ l 6= 0 íåíóëåâîé

âêëàä äà¼ò òîëüêî ïîïðàâêà δĤ3. Îòìåòèì, ÷òî δĤ2 è δĤ3 èìåþò îäèíàêîâóþ
ñïèíîâóþ ïðèðîäó. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (äîêàæèòå):

i

2
[σ · p̂, σ · E ] = ~Q

[
2πδ(r) +

l̂ · σ
r3

]
,

ãäå E = Qr/r3.

17.15. Ïîïðàâêè ê ñïåêòðó â êóëîíîâñêîì ïîëå

Çàéì¼ìñÿ òåïåðü âû÷èñëåíèåì ïîïðàâîê ê ñïåêòðó ýëåêòðîíà â êóëî-
íîâñêîì ïîëå, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè ÷ëåíàìè â ôîðìóëå (188). Ýíåðãèþ

ñèñòåìû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ è ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
Ψ, ìîæíî çàïèñàòü êàê

E =

∫
dxΨ+(x)ĤΨ(x) .
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Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ãàìèëüòîíèàíà èçìåíèòñÿ åãî ñîáñòâåííàÿ âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýíåðãèÿ:

δE =

∫
dx δΨ∗ĤΨ +

∫
dxΨ∗δĤΨ +

∫
dxΨ∗ĤδΨ =

= E

∫
dx δΨ∗Ψ +

∫
dxΨ∗δĤΨ + E

∫
dxΨ∗δΨ =

= E δ

(∫
dxΨ∗Ψ

)
+

∫
dxΨ∗δĤΨ =

∫
dxΨ∗δĤΨ , (203)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ýðìèòîâîñòüþ ãàìèëüòîíèàíà è ñîõðàíåíèåì íîðìè-
ðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ðàâíà ñðåäíåìó
çíà÷åíèþ ïîïðàâêè ê ãàìèëüòîíèàíó ïî íåâîçìóù¼ííîé âîëíîâîé ôóíêöèè.

Íåðåëÿòèâèñòñêèé ãàìèëüòîíèàí ðàâåí

Ĥ0 =
p̂2

2m
− Ze2

r
.

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñðåäíèå îò 1/r, 1/r2 , 1/r3 (äëÿ

l 6= 0) è δ(r) (äëÿ l = 0) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì Ĥ0 ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì
÷èñëîì n è îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 〈1/r〉 âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé âèðèàëà: 〈U〉 = 2E, ãäå
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E = −mZ2e4/(2~2n2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ñì. (118),〈

1

r

〉
=

Z

n2aB
, aB =

~2

me2
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 〈1/r2〉 âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî ïà-
ðàìåòðó: ∂E/∂λ = 〈∂Ĥ/∂λ〉. Â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà âîçüì¼ì ðàäèàëüíûé
ãàìèëüòîíèàí

Ĥr =
p̂2
r

2m
+

~2l(l + 1)

2mr2
− Ze2

r
, pr = −i~

r

∂

∂r
r ,

à â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà � îðáèòàëüíûé ìîìåíò l ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
n = nr + l + 1 (ãäå nr � ðàäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî). Â èòîãå ïîëó÷èì,
ñì. (119): 〈

1

r2

〉
=

Z2

n3(l + 1/2) a2
B

.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
〈
1/r3

〉
ïðè l 6= 0 âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé

〈
[Ĥ, Â]

〉
= 0,

ãäå Â � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð. Â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà âîçüì¼ì Ĥr, à â
êà÷åñòâå îïåðàòîðà Â � ðàäèàëüíûé èìïóëüñ p̂r. Ïîëó÷àåì〈

~2l(l + 1)

mr3

〉
=

〈
Ze2

r2

〉
,
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èëè, ñì. (120), 〈
1

r3

〉
=

Z3

n3l(l + 1)(l + 1/2) a3
B

, l 6= 0 .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 〈δ(r)〉 = |ψ(0)|2 ïðè l = 0 âîñïîëüçóåìñÿ òîé æå òåîðåìîé,

÷òî è âûøå, ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥr è îïåðàòîðîì Â = ∂/∂ r. Òàê êàê

p̂2
r

2m
= − ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
,

òî ïðè l = 0 [
Ĥr,

∂

∂r

]
= − ~2

mr2

∂

∂r
− Ze2

r2
.

Ïðè l = 0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(r) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé âåëè÷èíîé, íå
çàâèñÿùåé îò óãëîâ. Ïîýòîìó∫
d3r ψ(r)

1

r2

∂

∂r
ψ(r) = 4π

∫ ∞
0

dr ψ(r)
∂

∂r
ψ(r) = 2π

∫ ∞
0

dr
∂

∂r
ψ2(r) = −2πψ2(0) .

Òàêèì îáðàçîì

ψ2(0) =
Z

2πaB

〈
1

r2

〉
=

Z3

πn3a3
B

.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü îïåðàòîð δĤ1 â âèäå

δĤ1 = − (p̂2)2

8m3c2
= − 1

2mc2

(
Ĥ0 +

Ze2

r

)2

. (204)

Ïîýòîìó

〈δĤ1〉 = − 1

2mc2

(
E2 + 2EZe2

〈
1

r

〉
+ Z2e4

〈
1

r2

〉)
. (205)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ âñå íàéäåííûå âûøå ñðåäíèå è ñîîòíîøåíèå

〈l̂ · σ〉 = 〈2l̂ · ŝ〉 = j(j + 1)− l(l + 1)− 3/4 ,

ãäå j(j + 1) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà (l̂ + ŝ)2, j = l ± 1/2, íàõîäèì
ïîëíóþ ðåëÿòèâèñòñêóþ ïîïðàâêó ê ñïåêòðó ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå:

δE = 〈δĤ〉 = −mZ
2e4(Zα)2

2~2n3

(
1

j + 1/2
− 3

4n

)
, (206)

ãäå α = e2/(~c) = 1/137 � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû (ïðîâåðüòå ýòó
ôîðìóëó!). Òàêèì îáðàçîì, δE/E ∼ v2/c2 ∼ (Zα)2.
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Çàäà÷à 17.2. 4-x âåêòîð ïîòåíöèàëà Aν, ñîçäàâàåìûé ìàãíèòíûì ìî-
ìåíòîì µ â åãî ñèñòåìå ïîêîÿ, èìååò âèä

Aν =

(
0,
µ× r
r3

)
.

Íàéòè Aν â ñèñòåìå, ãäå ìàãíèòíûé ìîìåíò äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, è ñðàâ-
íèòü â ýòîé ñèñòåìå h1 = QA0 c ôîðìóëîé (190) (ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ
E = Qr/r3).

17.16. Ñïèðàëüíîñòü

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû â íå çàâèñÿùåì îò âðåìåíè
ìàãíèòíîì ïîëå, îïèñûâàåìîì ïîòåíöèàëîì A(r),

Ĥ = cα · P̂ +Mc2 γ0 , P̂ = p̂− e

c
A(r) . (207)

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî [γ0, Σ] = 0 è [γ5, α] = 0, ïîëó÷àåì

[Ĥ, Σ · P̂ ] = −c [α · P̂ , γ5α · P̂ ] = 0 . (208)

Êðîìå òîãî, òàê êàê γ0α+α γ0 = 0, òî

Ĥ2 = c2(α · P̂)2 +M 2c4 = c2(Σ · P̂)2 +M 2c4 .

Ïîýòîìó â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü Λ̂ = cΣ · P̂/
√
Ĥ2 −M 2c4 êàê ïðîåêöèþ îïåðàòîðà

ñïèíà íà îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîãî èìïóëüñà P̂ . Çàìåòèì, ÷òî â ìàãíèòíîì ïî-
ëå ýòîò îïåðàòîð íå êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì îáîáù¼ííîãî óðàâíåíèÿ
Äèðàêà, îïèñûâàþùåãî ÷àñòèöó ñ íåíóëåâûì àíîìàëüíûì ìàãíèòíûì ìîìåí-
òîì. Ïîñêîëüêó Λ̂2 = 1, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Λ̂ ðàâíû ±1. Ãîâîðÿò, ÷òî
÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåë¼ííîé ñïèðàëüíîñòüþ, åñëè âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ Ψ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé Ĥ è Λ̂.

17.17. Ïàðàäîêñ Êëåéíà

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îãðàíè÷åííîñòü ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ Äè-
ðàêà â ñèëüíûõ ïîëÿõ, ðàññìîòðèì çàäà÷ó îäíîìåðíîãî ðàññåÿíèÿ â ïîòåí-
öèàëå u(x) = u0ϑ(x), ãäå u0 > 2Mc2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíà ïàäàåò ñëåâà
íàïðàâî ñ ýíåðãèåé ε â èíòåðâàëå Mc2 < ε < u0 −Mc2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Äèðàêà ïðè x < 0 çàïèøåì â âèäå

ψ<(x) =

 φ1

c σ1 p

ε+Mc2
φ1

 eipx/~ + A

 φ2

− c σ1 p

ε+Mc2
φ2

 e−ipx/~ ,

p =
1

c

√
ε2 −M 2c4 ,

(209)
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à ïðè x > 0

ψ>(x) = B

 φ3

c σ1 P

ε+Mc2 − u0
φ3

 eiPx/~ ,

P =
1

c

√
(u0 − ε)2 −M 2c4 .

(210)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿMc2 < ε < u0−Mc2 èìïóëüñ ÷àñòèöû P ïðè x > 0 è ε < u0

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé âåëè÷èíîé!
Òàê êàê óðàâíåíèå Äèðàêà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî â òî÷êå x = 0 åñòü òîëüêî îäíî óñëîâèå ψ<(0) = ψ>(0).
Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàõîäèì φ1 = φ2 = φ3 è

A =
1 + C

1− C
, B =

2

1− C
, C =

(ε+Mc2)P

(u0 − ε−Mc2) p
> 0 . (211)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî îòíîøåíèå ïàäàþùåãî òîêà ê îòðàæ¼ííîìó ðàâíî
R = |A|2 > 1, à îòíîøåíèå ïðîøåäøåãî òîêà ê ïàäàþùåìó ðàâíî
T = 1 − R < 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè x > 0 òîê íàïðàâëåí â ñòîðîíó, ïðîòè-
âîïîëîæíóþ èìïóëüñó! Ýòî òàê íàçûâàåìûé ïàðàäîêñ Êëåéíà. Îáúÿñíåíèå
ïàðàäîêñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè u0 > 2Mc2 ïðîèñõîäèò ñïîíòàííîå ðîæäå-
íèå ïàðû ÷àñòèöà-àíòè÷àñòèöà, ÷òî óñèëèâàåò ïîòîê ÷àñòèö, áåãóùèõ íàçàä.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè u0 > 2Mc2 èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ îïèñà-
íèÿ îäíîé ÷àñòèöû òåðÿåò ñìûñë.
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ÐÀÇÄÅË 18. ÒÐ�ÕÌÅÐÍÎÅ ÐÀÑÑÅßÍÈÅ
ÍÅÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÕ ×ÀÑÒÈÖ

Åñëè ïîòåíöèàë u(r) → 0 ïðè r → ∞, òî âîçìîæåí ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ,
êîãäà ÷àñòèöà ñ èìïóëüñîì p1 ïðè t→ −∞ èìååò èìïóëüñ p2 ïðè t→∞. Â
ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ðàññåÿíèÿ è ïðèáëè-
æåííûå ìåòîäû îïèñàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà.

18.1. Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ è ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõà-
íèêå ïåðåïèøåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â âèäå

(∆ + k2)ψ(r) =
2Mu(r)

~2
ψ(r) , k =

√
2Mε

~
.

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â èíòåãðàëüíîì âèäå,
êîòîðûé ó÷èòûâàåò, ÷òî ðàññåÿííàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ ïðè r →∞
è çàòóõàåò êàê 1/r (÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà ÷àñòèö):

ψ(r) = exp(ik1 · r)− M

2π~2

∫
exp(ik|r − r′|)
|r − r′|

u(r′)ψ(r′) d3r′ , (212)

ãäå k1 = p1/~ è k = |k1|. Â èíòåãðàëå r′ ∼ a, ãäå a � õàðàêòåðíûé ðàäèóñ
äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà. Ïðè r � a èìååì: r � r′ è |r − r′| ≈ r − n · r′, ãäå
n = r/r. Ïîýòîìó ïðè r � a àñèìïòîòèêà âîëíîâîé ôóíêöèè èìååò âèä

ψ(r) = exp(ik1 · r) + f(n)
exp(ikr)

r
,

f(n) = − M

2π~2

∫
exp(−ikn · r′)u(r′)ψ(r′) d3r′ .

(213)

Çäåñü ôóíêöèÿ f(n) íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ, îíà èìååò ðàçìåð-
íîñòü äëèíû. Ðàäèàëüíûé òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàññåÿííîé âîëíå, ðàâåí
Jr = v |f(n)|2/r2, ãäå v = ~k/M . Òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïàäàþùåé âîëíå,
ðàâåí J0 = v. Ïîòîê ðàññåÿííîé âîëíû ÷åðåç ïëîùàäêó dS = r2 dΩ, ãäå dΩ
� äèôôåðåíöèàë òåëåñíîãî óãëà, ðàâåí dΦ = Jr dS = v |f(n)|2 dΩ. Äèôôå-
ðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé J0 dσ = dΦ,
ò. å.

dσ = |f(n)|2 dΩ . (214)

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
dσ = ρ dρ dφ, ãäå ρ � ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð. Åñëè ïîòåíöèàë âåçäå îòëè÷åí
îò íóëÿ, òî ïîëíîå êëàññè÷åñêîå ñå÷åíèå ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè, âíå çàâèñèìî-
ñòè îò ñêîðîñòè ïàäåíèÿ ïîòåíöèàëà ñ ðîñòîì r. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ýòî
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íå òàê. Ðàñõîäèìîñòü ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ñâÿçàíà ñ ðàññåÿíèåì íà ìàëûå óãëû
íà áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðàõ. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íåëüçÿ îïðåäå-
ëèòü ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð, òàê êàê â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé
ðàçáðîñ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ∆ρ ïðèâîäèò ê íåîïðåäåë¼ííîñòè ïîïåðå÷-
íîãî èìïóëüñà ∆p⊥ ∼ ~/∆ρ & ~/ρ è, ñëåäîâàòåëüíî, ê íåîïðåäåë¼ííîñòè
óãëà ðàññåÿíèÿ ∆ϑ ∼ ∆p⊥/p & ~/(pρ). Èçìåíåíèå êëàññè÷åñêîãî èìïóëüñà
ïðè ðàññåÿíèè íà áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðàõ è ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë
ðàññåÿíèÿ ϑcl ìîæíî îöåíèòü èç çàêîíà Íüþòîíà:

δp⊥ ∼ F δt ∼ u′(ρ) (ρ/v) , ϑcl ∼ δp⊥/p ∼ u′(ρ)ρ/(vp) .

Åñëè ∆ϑ & ϑcl, òî êâàçèêëàññè÷åñêèé ÿçûê òåðÿåò ñìûñë. Åñëè íà áîëü-
øèõ ðàññòîÿíèÿõ u(r) ∼ g/rβ, ãäå g è β � íåêîòîðûå ÷èñëà, òî óêàçàííîå
íåðàâåíñòâî ïðèîáðåòàåò âèä ~/ρ & g/(v ρβ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè β > 1,
òî êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå ðàññåÿíèÿ íà äîñòàòî÷íî ìàëûå óãëû òåðÿåò
ñìûñë. Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì, ïîëíîå êâàíòîâîå ñå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ êîíå÷-
íûì, åñëè ïîòåíöèàë íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ óáûâàåò áûñòðåå 1/r2, à íå
1/r.

18.2. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå

Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ìîäóëü ðàçíèöû δψ(r) ìåæäó òî÷íûì ðåøå-
íèåì ψ(r) óðàâíåíèÿ (212) è ïëîñêîé âîëíîé exp(ik1 · r) ìàë äëÿ ëþáûõ r. Â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàìåíèòü â èíòåãðàëå â ôîðìóëå (213) ψ(r′) íà exp(ik1 ·r′)
è ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëèòü àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ ïî ôîðìóëå Áîðíà:

f(n) = − M

2π~2

∫
exp(−iq · r′)u(r′) d3r′ ,

q = k2 − k1 , k2 = kn .
(215)

Åñëè ïðè áîëüøèõ r ïîòåíöèàë óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì 1/r3, òî àìïëèòóäà ðàñ-
ñåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ïðè ëþáûõ óãëàõ. Åñëè ïîòåíöèàë óáûâàåò ìåä-
ëåííåå, ÷åì 1/r3, òî àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ âîçðàñòàåò ïðè óãëå ðàññåÿíèÿ
ϑ → 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(r) ∝ 1/rβ ïðè r → ∞. Òîãäà ïðè β < 3 èìå-
åì f ∝ 1/q3−β ∝ 1/ϑ3−β. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

∫
|f |2 dΩ ∝

∫
ϑ dϑ/ϑ6−2β

ñõîäèòñÿ íà ìàëûõ ϑ ïðè β > 2.
Îáñóäèì óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.

1. Åñëè ka � 1 (ìåäëåííûå ÷àñòèöû, äëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ ìíîãî áîëü-
øå ðàçìåðà ïîòåíöèàëà), òî èç (212) ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå u � ~2/(Ma2), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ ìåëêîé ÿìû, u � õà-
ðàêòåðíûé ìàñøòàá ïîòåíöèàëà.

2. Åñëè ka � 1 (áûñòðûå ÷àñòèöû, äëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ ìíîãî ìåíüøå
ðàçìåðà ïîòåíöèàëà), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå u� (ka)~2/(Ma2).
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Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî óñëîâèÿ îöåíèì δψ(0), ãäå ñëåäóåò îæèäàòü ñàìîå
áîëüøîå çíà÷åíèå δψ(r):

δψ(0) ∼ M

~2

∫
exp[i(kr′ + k1 · r′)]

u(r′)

r′
d3r′ ∼

∼ M

~2

∫∫
exp[ikr′(1 + cosϑ)]u(r′) r′ dr′ sinϑ dϑ ∼

∼ M

~2 k

∫
u(r′) dr′ ∼ Mua

~2 k
� 1 .

(216)

Çäåñü ñíà÷àëà áûë âçÿò èíòåãðàë ïî óãëàì, à çàòåì îïóùåí âêëàä ñ áûñò-
ðî îñöèëëèðóþùåé ýêñïîíåíòîé exp(2ikr). Äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà
u = −Ze2/r èìååì u ∼ Ze2/a è êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðè-
áëèæåíèÿ èìååò âèä

MZe2

~2 k
=
MZe2

~ p
=
Ze2

~ v
� 1 ,

ò. å. ñêîðîñòü ÷àñòèöû ìíîãî áîëüøå àòîìíîé, v � Ze2/~. Â êóëîíîâñêîì
ïîëå ïðèòÿæåíèÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà

fC(n) =
2MZe2

~2 q2
=

2MZe2

|p2 − p1|2
, (217)

ãäå p2 = pn, ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò 1/r
ðàâíî 4π/q2. Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, âûðàæåííîå ÷åðåç
fC , ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé ôîðìóëîé Ðåçåðôîðäà:

dσR
dΩ

=

∣∣∣∣2MZe2

~2q2

∣∣∣∣2 =

(
Ze2M

2p2

)2
1

sin4(θ/2)
. (218)

Åñëè ìû èìååì äåëî ñ ðàññåÿíèåì ýëåêòðîíà íà àòîìå, òî ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ u(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

∆u(r) = −4πe2[n(r)− Zδ(r)] ,

ãäå n(r) � ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ â àòîìå. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â áîðíîâñêîì ïðèáëèæå-
íèè ðàâíû

uq = −4πe2

q2
[Z −F(q)] , f(q) =

2Me2

~2 q2
[Z −F(q)] ,

ãäå F(q) = nq =
∫
d3re−iqrn(r) íàçûâàåòñÿ àòîìíûì ôîðìôàêòîðîì. Äëÿ

íåéòðàëüíîãî àòîìàF(0) = Z, è ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà íåéòðàëüíîì
àòîìå êîíå÷íî.
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18.3. Ýéêîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå

Åñëè ka � 1, ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E = ~2k2/(2M) âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ
õàðàêòåðíîé âåëè÷èíîé ïîòåíöèàëà u, è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E ≡ ~2

2Ma2
(ka)2 � u� ~2

Ma2
(ka)

òî áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå íå ïðèìåíèìî, íî ïðèìåíèìî òàê íàçûâàåìîå
ýéêîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå

ψ(r) = F (r) exp(ikz) , (219)

ãäå îñü z íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà k1 è F (r) → 1 ïðè z → −∞. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî |∇⊥F (r)| � k|F (r)|, ò. å. q⊥ � k (ìàëûå óãëû ðàññåÿíèÿ), ãäå
èíäåêñ ⊥ îáîçíà÷àåò êîìïîíåíòû âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíûå íàïðàâëåíèþ
k1. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïîëó÷àåì

2ik
∂

∂z
F (r) =

2M u(r)

~2
F (r) ,

ò. å.

F (r) = exp

[
− i

~ v

∫ z

−∞
u(ρ, z′) dz′

]
,

ãäå ρ � êîìïîíåíòû âåêòîðà r, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè z. Ïîäñòàâèâ (219) â
(213) è ïðåíåáðåãàÿ â ôàçå ñëàãàåìûì (k2z − k1z)z ∼ q2

⊥a/k ∼ 1/(ka) � 1,
ïîëó÷àåì

f(n) = − M

2π~2

∫
d2ρ

∫ ∞
−∞

dz′ e−iq⊥·ρ u(ρ, z′) e−
i

~ v

∫ z′

−∞ u(ρ,z′′) dz′′ =

= − M

2π~2

∫
d2ρ

∫ ∞
−∞

dz′ e−iq⊥·ρ i~ v
∂

∂ z′
e−

i
~ v

∫ z′

−∞ u(ρ,z′′) dz′′ =

=
ik

2π

∫
d2ρ e−iq⊥·ρ {1− e−iχ(ρ)} , χ(ρ) =

1

~ v

∫ ∞
−∞

u(ρ, z′) dz′ .

(220)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà î÷åíü óäîáíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ
áûñòðûõ ÷àñòèö ïðè ìàëûõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ.

18.4. Îïòè÷åñêàÿ òåîðåìà

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) óäîá-
íî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìóþ îïòè÷åñêóþ òåîðåìó. Äëÿ å¼ äîêàçàòåëü-
ñòâà èñïîëüçóåì ýðìèòîâîñòü ãàìèëüòîíèàíà Ĥ ïðè äåéñòâèè íà ôóíêöèè,
èìåþùèå êîíå÷íóþ íîðìèðîâêó. Ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà êîíå÷íîé
íîðìèðîâêîé íå îáëàäàþò. Ïîýòîìó ââåä¼ì ôóíêöèþ Ψλ(r) = exp(−λr)ψ(r)
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ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé λ è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ψ(r), èìåþùèì
àñèìïòîòèêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å ðàññåÿíèÿ. Òîãäà èç ýðìèòîâîñòè ãà-
ìèëüòîíèàíà ñëåäóåò, ÷òî∫

[ĤΨλ(r)]∗Ψλ(r) d3r =

∫
Ψ∗λ(r) ĤΨλ(r) d3r .

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ïîëó÷àåì

λ

∫
e−2λr [n ·∇ψ(r)]∗ ψ(r) d3r = λ

∫
e−2λr ψ∗(r) [n ·∇ψ(r)] d3r ⇒

⇒ Im

{
λ

∫
e−2λr ψ∗(r) [n ·∇ψ(r)] d3r

}
= 0 .

Îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë ïðè λ→ 0 îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèé r ∼ 1/λ. Ïîýòîìó ìîæíî çàìåíèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(r) íà å¼
àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîëó÷àåì

λRe

∫
exp(−2λr)

{k|f(n)|2

r2
+
k f(n)

r
exp[i(kr − k1 · r)]+

+
(n · k1) f

∗(n)

r
exp[−i(kr − k1 · r)]

}
r2 dr dΩ = 0 . (221)

Âî âòîðîì è òðåòüåì ñëàãàåìîì ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ îñíîâíîé âêëàä
â èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ìàëûìè óãëàìè ìåæäó âåêòîðàìè r è k1, òàê ÷òî
â ýòèõ ÷ëåíàõ ìîæíî ïîëîæèòü f(n) = f(k1/k) è (n · k1) = k. Áåðÿ â ïåð-
âîì ÷ëåíå èíòåãðàë ïî dr, à âî âòîðîì è òðåòüåì ÷ëåíàõ ïî dr dΩ, ïîëó÷àåì
îïòè÷åñêóþ òåîðåìó

σ =

∫
|f(n)|2 dΩ =

4π

k
Im f(k1/k) . (222)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ñå÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ìíèìîé ÷àñòè àìïëèòóäû
ðàññåÿíèÿ âïåð¼ä (íà íóëåâîé óãîë).

Ïîñêîëüêó â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ñå÷åíèå êâàäðàòè÷íî ïî ïîòåíöè-
àëó, à àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ëèíåéíà ïî ïîòåíöèàëó, òî â ýòîì ïðèáëèæåíèè
Im f(k1/k) = 0, è äëÿ âû÷èñëåíèÿ Im f(k1/k) íåîáõîäèìî èñêàòü ïîïðàâêó
ê áîðíîâñêîìó ïðèáëèæåíèþ. Èñïîëüçóÿ îïòè÷åñêóþ òåîðåìó è ýéêîíàëüíîå
ïðèáëèæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ, ïîëó÷èì

σ = 2

∫
[1− cosχ(ρ) ] d2ρ . (223)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå áûñòðîé ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëü-
íîé ÿìå ðàäèóñà a è ãëóáèíû u0. Ïðè ρ < a ôàçà χ(ρ) ðàâíà

χ(ρ) = −u0

~v

∫ √a2−ρ2

−
√
a2−ρ2

dz = −2u0

√
a2 − ρ2

~v
,
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à ïðè ρ > a ôàçà χ(ρ) = 0. Äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ïîëó÷àåì

σ = 4π

∫ a

0

[
1− cos

(
2u0

√
a2 − ρ2

~v

)]
ρ dρ =

= 2π a2

[
1− sin(2γ)

γ
+

sin2 γ

γ2

]
, γ =

u0a

~ v
.

(224)

Ïðè γ � 1 ñå÷åíèå � σ = 2πa2γ2. Ïðè γ � 1 ñå÷åíèå � σ = 2πa2 â 2 ðàçà
áîëüøå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ øàðà, ò. å. â äâà ðàçà áîëüøå êëàññè÷åñêî-
ãî ðàññåÿíèÿ íà øàðå! Äîïîëíèòåëüíûé âêëàä πa2 ñâÿçàí ñ ðàññåÿíèåì âîëí
ñ ïðèöåëüíûìè ïàðàìåòðàìè ρ ∼ a. Ïðè ýòîì óãëû ðàññåÿíèÿ θ ∼ ~/(ap).
×òîáû íàáëþäàòü ýòîò âêëàä, íåîáõîäèìî ýêðàí ïîñòàâèòü íà ðàññòîÿíèè
L ∼ a/θ ∼ p a2/~. Ïðè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ p è a âåëè÷èíà L áó-
äåò îãðîìíîé èç-çà ìàëîñòè ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Ïîýòîìó íàáëþäàòü ýôôåêò
äèôðàêöèîííîãî ðàññåÿíèÿ âîçìîæíî òîëüêî â ìèêðîìèðå.

18.5. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ðàññåÿíèÿ

ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö â ïîòåíöèàëå. Ðàññåÿíèå

áûñòðîãî ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå óðàâíåíèå Äèðàêà â ñëåäóþùåì âèäå:
ψ(r) = exp(ik1 · r)U + δψ(r), ãäå U � äèðàêîâñêèé ñïèíîð (158), à δψ(r)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

[γ0ε− cγ · p̂−Mc2 I ]δψ(r) = γ0 u(r) exp(ik1 · r)U .

Ïîäåéñòâîâàâ íà îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîðîì [γ0ε−cγ · p̂+Mc2 I ],
ïîëó÷èì

(∆ + k2)δψ(r) =
1

~2c2
[γ0ε− cγ · p̂+Mc2 I ]γ0 u(r) exp(ik1 · r)U , (225)

èëè

δψ(r) = − 1

4π~2c2

∫
d3r′

exp(ik|r − r′|)
|r − r′|

[γ0ε− cγ · p̂′ +Mc2 I ]×

× γ0 u(r′) exp(ik1 · r′)U . (226)

Ïðè áîëüøèõ r � a èìååì |r − r′| ≈ r − n · r′, n = r/r, òàê ÷òî

δψ(r) =
exp(ikr)

r
F ,

F = − uq
4π~2c2

[γ0ε− cγ · p2 +Mc2 I ] γ0 U ,

p2 = pn , q = (p2 − p1)/~ , uq =

∫
d3r′ exp(−iq · r′)u(r′) .

(227)
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Ïðè âû÷èñëåíèè F ìû âîñïîëüçîâàëèñü ýðìèòîâîñòüþ îïåðàòîðà p̂′ è ïîäåé-
ñòâîâàëè èì íàëåâî. Ïîäñòàâèâ ÿâíûé âèä U , ïðåîáðàçóåì F ê âèäó

F = − ε uq
2π~2c2

√
1− β2 sin2(θ/2) U ′ , U ′ =

√
ε+Mc2

2 ε

(
φ′

cσ · p2

ε+Mc2
φ′

)
,

φ′ = exp
(
i
α

2
σ · ν

)
φ , tg

α

2
=

(ε−Mc2) tg(θ/2)

ε+Mc2 tg2(θ/2)
, (228)

β = cp/ε , ν =
[n2 × n1]

sin θ
, cos θ = n2 · n1.

Ðàäèàëüíûé òîê Jr ðàâåí Jr = cβ F+F/r2, à ïàäàþùèé òîê J0 = cβ, ïîýòîìó
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

dσ =
Jr r

2 dΩ

J0
=
∣∣∣ ε uq
2π~2c2

∣∣∣2 [1− β2 sin2(θ/2)] dΩ . (229)

Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ dσ(0) ÷àñòèöû ñî ñïèíîì íîëü, ïîëó÷åííîå â áîðíîâñêîì
ïðèáëèæåíèè, ðàâíî

dσ(0) =
∣∣∣ ε uq
2π~2c2

∣∣∣2 dΩ .

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå ñïèíà 1/2 ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ìíîæèòåëþ
[1− β2 sin2(θ/2)]. Èç ôîðìóëû äëÿ φ′ â (228) ñëåäóåò, ÷òî íàïðàâëåíèå ñïèíà
ðàññåÿííîé ÷àñòèöû ïîëó÷àåòñÿ èç íàïðàâëåíèÿ ñïèíà íà÷àëüíîé ÷àñòèöû ïî-
âîðîòîì íà óãîë α âîêðóã îñè ν, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ. Äëÿ
óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû α ≈ θ çà èñêëþ÷åíèåì óãëîâ âáëèçè θ = π.
Åñëè íà÷àëüíàÿ ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåë¼ííîé ñïèðàëü-
íîñòüþ, òî âåðîÿòíîñòü W1 êîíå÷íîé ÷àñòèöû èìåòü òó æå ñïèðàëüíîñòü è
âåðîÿòíîñòü W−1 èìåòü ïðîòèâîïîëîæíóþ ñïèðàëüíîñòü ðàâíû

W1 = cos2(θ/2− α/2) =
1

1 +

(
Mc2

ε
tg(θ/2)

)2 , W−1 = 1−W1 .

Äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèöW1 ≈ 1 èW−1 ∝ (Mc2/ε)2 çà èñêëþ÷åíèåì
óãëîâ ðàññåÿíèÿ âáëèçè θ = π. Äëÿ θ = π èìååì W1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû
èìååì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñïèðàëüíîñòè äëÿ ðàññåÿíèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ
÷àñòèö, êðîìå ñëó÷àÿ ðàññåÿíèÿ íàçàä. Çàìåòèì, ÷òî ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íàçàä
äëÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 ïîäàâëåíî ìíîæèòåëåì (Mc2/ε)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ
ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ íàçàä ÷àñòèö ñî ñïèíîì íîëü.
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ÐÀÇÄÅË 19. ÐÀÑÑÅßÍÈÅ
Â ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈ-ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÅ

Äî ñèõ ïîð ìû íå ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íûì. Íàëè÷èå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ó ïîòåíöèàëà ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìóþ ôàçîâóþ òåîðèþ ðàññåÿíèÿ, êîòîðóþ ìû ðàñ-
ñìîòðèì â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå.

19.1. Ôàçîâàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ

Äëÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà u(r) ñîõðàíÿåòñÿ óãëîâîé
ìîìåíò l è ïðîåêöèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà lz = m. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿØðåäèíãå-
ðà â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå ñ îïðåäåë¼ííûìè l è m èìååò âèä
ψlm(r) = Ylm(n)Rl(r), ãäå ðàäèàëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íà áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ èìååò âèä

Rl(r) ≈ (2/r) sin(kr − lπ/2 + δl) ,

ãäå δl íàçûâàåòñÿ ôàçîé ðàññåÿíèÿ. Ðàäèàëüíîå ðåøåíèå ñâîáîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ Øðåäèíãåðà èìååò âèä R
(0)
l (r) = 2k jl(kr), ãäå jl(x) � ñôåðè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, àñèìïòîòèêà êîòîðîé íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ðàâíà

jl(x) ≈ 1

x
sin(x− lπ/2) .

Â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ ïàäàþùàÿ ïëîñêàÿ âîëíà exp(ikz) íå îáëàäàåò îïðåäå-
ë¼ííûì l, íî îáëàäàåò îïðåäåë¼ííûì m = 0, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé
îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè z. Ñëåäîâàòåëüíî,

ψ(r) =
∞∑
l=0

Al Yl0(n)Rl(r) =
∞∑
l=0

Al i
l

√
2l + 1

4π
Pl(cos θ)Rl(r) ,

ãäå Al � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû. ×òîáû íàéòè ýòè êîýôôèöèåíòû, ó÷ò¼ì,
÷òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ

δψ(r) = ψ(r)− exp(ikz) ≈ f(θ)
exp(ikr)

r

ñîäåðæèò òîëüêî ðàñõîäÿùóþñÿ ñôåðè÷åñêóþ âîëíó. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

exp(ikz) = exp(ikr cos θ) =
∞∑
l=0

il (2l + 1)Pl(cos θ) jl(kr) (230)

è àñèìïòîòèêó ðàäèàëüíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé, íàõîäèì

ψ(r) =
1

2k

∞∑
l=0

il (2l + 1)Pl(cos θ) eiδl Rl(r) ,

f(θ) =
∞∑
l=0

(2l + 1) fl Pl(cos θ) , fl =
1

2ik

(
e2iδl − 1

)
.

(231)
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè ðå-
øåíèå Rl(r) ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, îïðåäåëèòü ôàçó ðàññåÿ-
íèÿ δl èç àñèìïòîòèêè ýòîãî ðåøåíèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ è ïîäñòàâèòü
â ôîðìóëó (231) äëÿ f(θ).

Åñëè ïîëíîå ñå÷åíèå êîíå÷íî, òî îíî ðàâíî

σ =

∫
|f(θ)|2dΩ = 4π

∞∑
l=0

(2l + 1) |fl|2 =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl . (232)

Ñõîäèìîñòü ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ôàç ðàññåÿíèÿ ïðè áîëüøèõ l,
ïðè êîòîðûõ äëÿ îïèñàíèÿ ðàäèàëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Äëÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ èìååì

R
(0)
l (r) ≈ (2/r) sin

(∫ r

r0

√
k2 − (l + 1/2)2/x2 dx+ π/4

)
, r0 = (l + 1/2)/k .

Ïðè áîëüøèõ kr/l àðãóìåíò ñèíóñà ðàâåí kr − lπ/2. Äëÿ íåíóëåâîãî ïîòåí-
öèàëà

Rl(r) ≈ (2/r) sin

(∫ r

r1

√
k2 − (l + 1/2)2/x2 − 2Mu(x)/~2 dx+ π/4

)
,

ãäå â òî÷êå r1 êîðåíü îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàçèêëàññè÷å-
ñêîé ôàçû ðàññåÿíèÿ èìååì

δl = −M
~2

∫ ∞
r0

u(x)√
k2 − (l + 1/2)2/x2

dx . (233)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôàçà ðàññåÿíèÿ áûëà êîíå÷íîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîòåíöèàë
ïðè áîëüøèõ r óáûâàë áûñòðåå, ÷åì 1/r. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè áîëüøèõ l èìååì

δl ∼ −
M

k~2
r0 u(r0) , r0 = l/k .

Ïðè áîëüøèõ l ôàçà ðàññåÿíèÿ ìàëà, è ñõîäèìîñòü ñóììû â (232) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñõîäèìîñòüþ âåëè÷èí

∞∑
l=0

(2l + 1) δ2
l ∼

∫ ∞
1

2l δ2
l dl .

Åñëè u(r) ∝ 1/rβ ïðè áîëüøèõ r, òî δl ∝ 1/lβ−1 è èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè
β > 2, ò. å. ïîëíîå ñå÷åíèå êîíå÷íî, åñëè ïîòåíöèàë óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì
1/r2.
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19.2. Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö

Çàïèøåì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ôóíêöèè χl(r) = rRl(r) ÷àñòèöû

â ïîòåíöèàëå u(r) è äëÿ ñâîáîäíîé ôóíêöèè χ
(0)
l (r) = rR

(0)
l (r), óìíîæèì

ïåðâîå óðàâíåíèå íà χ
(0)
l (r), âòîðîå óðàâíåíèå � íà χl(r) è âû÷òåì èç ïåðâîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

~2

2M

d

dr

[
χ

(0)
l (r)χ′l(r)− χ

(0)
l
′(r)χl(r)

]
= u(r)χ

(0)
l (r)χl(r) .

Âîçüì¼ì èíòåãðàë îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ïî r îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ñ
ó÷¼òîì àñèìïòîòèêè âîëíîâûõ ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè:

sin δl = − M

2~2 k

∫ ∞
0

u(r)R
(0)
l (r)Rl(r) r

2 dr .

Äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö (ka � 1, a � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïîòåíöèàëà) íà
ðàññòîÿíèÿõ r ∼ a âîëíîâûå ôóíêöèè èìåþò àñèìïòîòèêó Rl(r) ∝ k (kr)l è

R
(0)
l (r) ∝ k (kr)l. Ïîýòîìó äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö δl ∝ (ka)2l+1 è ðàññåÿíèå

îïðåäåëÿåòñÿ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = 0,

σ =
4π

k2
sin2 δ0 .

Â ïðåäåëå k → 0 ôàçà ðàññåÿíèÿ èìååò âèä δ0 = −ka0, ãäå a0 íàçûâàåòñÿ
äëèíîé ðàññåÿíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ïîòåíöèàëà. Òàêèì îáðàçîì,
â ïðåäåëå k → 0

σ = 4πa2
0 .

Çàìåòèì, ÷òî |a0| ìîæåò áûòü ìíîãî áîëüøå a (õàðàêòåðíîãî ðàäèóñà äåé-
ñòâèÿ ïîòåíöèàëà). Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì ôàçó δ0 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
tg δ0 = −ka0. Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü ñå÷åíèå â ñëó÷àå 1/a0 . k � 1/a,
ïðåäñòàâèì f0 â âèäå

f0 =
1

2ik

(
e2iδ0 − 1

)
≡ 1

k(ctg δ0 − i)
≈ − a0

1 + ika0
,

òîãäà ñå÷åíèå áóäåò èìåòü âèä

σ =
4πa2

0

1 + k2a2
0

=
2π~2

m (ε+ E)
, ε =

~2

2ma2
0

.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïèê â ñå÷åíèè ñ øèðèíîé δE ∼ ε.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö â ïîòåíöè-

àëå u(r) = −u0 θ(a− r). Ôóíêöèÿ χ0(r) èìååò âèä

χ0(r) = A sin(κr) ïðè r < a , χ0(r) = sin(kr + δ0) ïðè r > a ,
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ãäå κ =
√

2M(E + u0) /~. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè χ0(r) è å¼ ïðî-
èçâîäíîé â òî÷êå r = a, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà ôàçó δ0:

tg(ka+ δ0) =
k

κ
tg(κa) .

Îòñþäà íàõîäèì äëèíó ðàññåÿíèÿ:

a0 = a

[
1− tg(κ0a)

κ0a

]
, κ0 =

√
2Mu0

~
.

Åñëè κ0a� 1 è tg(κ0a) ∼ 1, òî a0 ≈ −a è ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî σ = 4πa2.
Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå |a0| � a, íåîáõîäèìî, ÷òîáû çíà-
÷åíèå κ0a íàõîäèëîñü âáëèçè òî÷åê π/2 + nπ. Óñëîâèå κa = π/2 + nπ ñî-
îòâåòñòâóåò óñëîâèþ âîçíèêíîâåíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé ðàâ-
íîé íóëþ. Ïðè ýòîì, åñëè 1 � κa − (π/2 + nπ) > 0 , òî a0 > 0, à åñëè
−1 � κa − (π/2 + nπ) < 0 , òî a0 < 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ |a0| � a è ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ âåëèêî ïðè íèçêîé ýíåðãèè, òàê êàê íå çàâèñèò îò çíàêà a0. Ïðè
|a0| � a è a0 < 0 ãîâîðÿò î ðàññåÿíèè íà âèðòóàëüíîì óðîâíå, òàê êàê åñòü
ðåçîíàíñ â ðàññåÿíèè, à óðîâíÿ ñ ýíåðãèåé ñâÿçè áëèçêîé ê íóëþ íåò. Â ñëó÷àå
ðàññåÿíèÿ íà ìåëêîì óðîâíå (a0 > 0, a0 � a) äëèíà ðàññåÿíèÿ ñðàâíèìà ñ
ðàçìåðîì âîëíîâîé ôóíêöèè ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.

19.3. Ðåçîíàíñíîå ðàññåÿíèå

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ýíåðãèè al(E) = exp[iδl(E)] êàê ôóíêöèþ êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå ER − iΓ/2 ýòà ôóíêöèÿ
èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò. å. âáëèçè ýòîé òî÷êè ìû ìîæåì íàïèñàòü
al(E) = bl/[E − (ER − iΓ/2)], ãäå bl � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà àìïëèòóäà
ðàññåÿíèÿ fl ðàâíà

fl =
1

2ik

[
al
a∗l
− 1

]
=

1

2ik

{
bl
b∗l

[
E − (ER + iΓ/2)

E − (ER − iΓ/2)
− 1

]
+
bl
b∗l
− 1

}
=

= f
(0)
l −

1

2k

Γ

E − (ER − iΓ/2)
exp(2iδ

(0)
l ) ,

f
(0)
l =

1

2ik

[
exp(2iδ

(0)
l )− 1

]
, exp(2iδ

(0)
l ) =

bl
b∗l
. (234)

Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ âáëèçè ðåçîíàíñà ðàâíî

σ = 4π(2l + 1)|fl|2 ≈
π

k2
(2l + 1)

Γ2

(E − ER)2 + Γ2/4
. (235)

Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìóëà Áðåéòà � Âèãíåðà äëÿ ñå÷åíèÿ ðåçîíàíñíîãî
ðàññåÿíèÿ. Âèäíî, ÷òî ER îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ðåçîíàíñà, à Γ � øèðèíó
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ðåçîíàíñà. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî exp(−2i arctg z) = (1− iz)/(1 + iz), ëåãêî
ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (234), ÷òî ôàçà ðàññåÿíèÿ δl ðàâíà

δl = δ
(0)
l − arctg

[
Γ

2(E − ER)

]
.

Ïðè Γ � E − ER > 0 ôàçà ðàâíà δl = δ
(0)
l − π/2, à ïðè E − ER < 0 è

|E − ER| � Γ ôàçà ðàâíà δl = δ
(0)
l + π/2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîõîæäåíèè

÷åðåç ðåçîíàíñ ôàçà ðàññåÿíèÿ ìåíÿåòñÿ íà π.

19.4. Íåóïðóãîå ðàññåÿíèå

Ðàññåÿíèå ÷àñòèö ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðàçëè÷íûìè íåóïðóãèìè ïðî-
öåññàìè: âîçáóæäåíèåì àòîìíûõ ýëåêòðîíîâ, èçëó÷åíèåì, çàõâàòîì, ðàñïà-
äîì è ò. ä. Òàê êàê ïëîñêóþ âîëíó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçè-
öèè ñõîäÿùåéñÿ è ðàñõîäÿùåéñÿ ñôåðè÷åñêîé âîëíû, òî è ïîëíàÿ âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàêîé ñóïåðïîçèöèåé. Â ñëó÷àå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ
àìïëèòóäà ñõîäÿùåéñÿ âîëíû ðàâíà àìïëèòóäå ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíû, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö. Â ñëó÷àå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ
àìïëèòóäà ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíû ìåíüøå àìïëèòóäû ñõîäÿùåéñÿ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò âûáûâàíèþ ÷àñòèö. Ôîðìóëó (231) äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ, êîòî-
ðàÿ ñïðàâåäëèâà êàê â ñëó÷àå óïðóãîãî, òàê è â ñëó÷àå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1) (Sl − 1) Pl(cos θ) , Sl = e2iδl . (236)

Òîãäà ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (230) àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè ïðè kr � 1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ψ(r) =
1

2ikr

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)
(

(−1)l+1e−ikr + Sle
ikr
)
.

Â ñëó÷àå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ôàçà δl ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé âåëè÷èíîé. Â
ñëó÷àå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ δl ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé âåëè÷èíîé ñ ïîëîæè-
òåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ |Sl| < 1. Â ðåçóëüòàòå
ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ σel (îòíîøåíèå ïîòîêà ðàññåÿííûõ ÷àñòèö ê ïî-
òîêó ïàäàþùèõ ÷àñòèö) ðàâíî

σel =
π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)|1− Sl|2 ,

à ñå÷åíèå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ σin (îòíîøåíèå ðàçíîñòè ïîòîêà ñõîäÿùèõ-
ñÿ âîëí è ïîòîêà ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí ê ïàäàþùåìó òîêó) è ïîëíîå ñå÷åíèå
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σtot = σel + σin ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

σin =
π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− |Sl|2) , σtot =
2π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− ReSl) .

Òàê êàê

Im f(0) =
1

2k

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− ReSl) ,

òî âûïîëíÿåòñÿ îïòè÷åñêàÿ òåîðåìà

σtot =
4π

k
Im f(0) .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàññåÿíèÿ áûñòðîé ÷àñòèöû íà
èäåàëüíî ïîãëîùàþùåì øàðå (÷¼ðíîì øàðå) ðàäèóñà a, ñ÷èòàÿ ka � 1. Õà-
ðàêòåðíûå ìîìåíòû l, äàþùèå âêëàä â ñå÷åíèå, ðàâíû l ∼ l0 = ka � 1.
Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü íà ÿçûêå ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ρ. Åñòåñòâåííî
ñ÷èòàòü, ÷òî Sl = 0 ïðè ρ < a, ãäå l = kρ è Sl = 1 ïðè ρ > a. Ïîýòîìó

σtot =
2π

k2

l0∑
l=0

(2l + 1) ≈ 2π l20
k2

= 2πa2 .

Ïðè ýòîì σel = σin = πa2. Ñå÷åíèå σel îïðåäåëÿåòñÿ ðàññåÿíèåì íà ìàëûå
óãëû θ ∼ 1/(ka), ò. å. äèôðàêöèîííûì ðàññåÿíèåì. Óðàâíåíèå íà ïîëèíîì
Ëåæàíäðà ïðè áîëüøèõ l è ìàëûõ θ èìååò âèä

1

θ

∂

∂θ
θ
∂

∂θ
Pl(cos θ) + (l + 1/2)2 Pl(cos θ) = 0 ,

ò. å. ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì íà ôóíêöèþ Áåññåëÿ J0

(
(l+1/2)θ

)
. Ïîýòîìó ïðè

áîëüøèõ l è ìàëûõ θ èìååì Pl(cos θ) ≈ J0

(
lθ
)
, è àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ðàâíà

f(θ) = − 1

2ik

l0∑
l=0

(2l + 1)J0

(
lθ
)
≈ i

k

∫ l0

l=0

lJ0

(
lθ
)
dl =

il0
kθ
J1(l0θ) =

ia

θ
J1(kaθ) .

Èñïîëüçóÿ òàáëè÷íóþ ôîðìóëó
∫∞

0
dz
z J

2
1 (z) = 1/2, íàõîäèì ñå÷åíèå óïðóãîãî

ðàññåÿíèÿ:

σel = 2πa2

∫ ∞
0

J2
1 (kaθ)

dθ

θ
= πa2 .
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ÐÀÇÄÅË 20. ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ×ÀÑÒÈÖ
Â ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅ

Ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå íåëüçÿ ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïîç-
âîëèò îòëè÷èòü îäèí ýëåêòðîí îò äðóãîãî ýëåêòðîíà èëè îäèí ïðîòîí îò äðó-
ãîãî ïðîòîíà, ò. å. ñóùåñòâóþò òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû. Îáîçíà÷èì âîëíîâóþ
ôóíêöèþ ñèñòåìû n òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö çà ψ(x1, σ1; x2, σ2; . . . ; xn, σn), ãäå
xi îòíîñÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, à σi îòíîñÿòñÿ ê ñïèíîâûì ïå-
ðåìåííûì i-é ÷àñòèöû. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû n òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö
ïðè ïåðåñòàíîâêå {xi, σi} ↔ {xj, σj} ïåðåìåííûõ ëþáûõ äâóõ ÷àñòèö äîëæ-
íà ïåðåõîäèòü ñàìà â ñåáÿ èëè ñî çíàêîì ïëþñ, èëè ñî çíàêîì ìèíóñ. Çíàêó
ïëþñ ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìûå áîçîíû, à çíàêó ìèíóñ � òàê íàçûâàå-
ìûå ôåðìèîíû. Ñóùåñòâóåò òåîðåìà î ñâÿçè ñïèíà ñî ñòàòèñòèêîé, êîòîðàÿ
ãîâîðèò, ÷òî ÷àñòèöû ñ öåëûì ñïèíîì ÿâëÿþòñÿ áîçîíàìè, à ñ ïîëóöåëûì ñïè-
íîì � ôåðìèîíàìè. Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîíû, ïðîòîíû, íåéòðîíû � ýòî
ôåðìèîíû, à ôîòîíû, äåéòðîíû, àëüôà-÷àñòèöû (ÿäðà 4He) � ýòî áîçîíû.
Èç àíòèñèììåòðè÷íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè äëÿ ôåðìèîíîâ ñëåäóåò ïðèíöèï
Ïàóëè: äâà òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíà ñ îäèíàêîâûìè ïðîåêöèÿìè ñïèíîâ íå
ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèî-
íîâ ñî ñïèíàìè 1/2, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòíûå âîë-
íîâûå ôóíêöèè ψa(x) è ψb(x). Òàê êàê ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ ñ ñóììàðíûì ñïè-
íîì S = 1 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïðè ïåðåñòàíîâêå ñïèíîâûõ èíäåêñîâ, à
ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ ñ ñóììàðíûì ñïèíîì S = 0 ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íîé,
òî ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû ðàâíà

ΨS(x1, x2) =
1√
2

[ψa(x1)ψb(x2)± ψb(x1)ψa(x2)] |S, Sz〉 ,

ãäå âåðõíèé çíàê îòâå÷àåò ñóììàðíîìó ñïèíó S = 0, à íèæíèé � ñóììàðíîìó
ñïèíó S = 1. Åñëè ψa = ψb, òî âîçìîæíî òîëüêî ñîñòîÿíèå

Ψ(x1, x2) = ψa(x1)ψa(x2) |0, 0〉 .

Åñëè ψa(x) 6= ψb(x), òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(|x1 − x2|)
ïî ñîñòîÿíèþ ΨS(x1, x2) ðàâíî

U =

∫∫
dx1 dx2 |ψa(x1)|2|ψb(x2)|2 U(|x1 − x2|)±

±
∫∫

dx1 dx2 ψ
∗
a(x1)ψ

∗
b (x2)ψa(x2)ψb(x1)U(|x1 − x2|) . (237)

Ïåðâûé âêëàä � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äëÿ ðàçëè÷è-
ìûõ ÷àñòèö, îí èìååò ïðîñòóþ âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ. Âòîðîé âêëàä

144



íàçûâàåòñÿ îáìåííîé ýíåðãèåé è íå èìååò ïðîñòîé êëàññè÷åñêîé èíòåðïðåòà-
öèè, îí ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö. Ïî àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíå îáà âêëàäà îäíîãî ïîðÿäêà.

Îáñóäèì âëèÿíèå ó÷¼òà òîæäåñòâåííîñòè íà ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ äâóõ íåðå-
ëÿòèâèñòñêèõ ôåðìèîíîâ ñî ñïèíàìè 1/2. Ïóñòü f(θ) � àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ
ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè. Ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ íà óãîë
θ è íà óãîë π − θ ÿâëÿþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè äëÿ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, è,
ñëåäóÿ çàêîíàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ ïðîöåññà íåîáõî-
äèìî çàïèñàòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè àìïëèòóä f(θ) è f(π − θ). Îòíîñèòåëü-
íûé çíàê â ýòîé ñóïåðïîçèöèè çàâèñèò îò ñèììåòðèè êîîðäèíàòíîé âîëíîâîé
ôóíêöèè. Åñëè ñóììàðíûé ñïèí äâóõ ôåðìèîíîâ ðàâåí S = 1, òî ïðîñòðàí-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íîé, è àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ðàâ-
íà f(θ) − f(π − θ). Åñëè ñóììàðíûé ñïèí äâóõ ôåðìèîíîâ ðàâåí S = 0, òî
ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, è àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ
ðàâíà f(θ) + f(π− θ). Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
äâóõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ ðàâíî

dσ

dΩ
= W1 |f(θ)− f(π − θ)|2 +W0 |f(θ) + f(π − θ)|2 , (238)

ãäåW1 � âåðîÿòíîñòü èìåòü ñóììàðíûé ñïèí S = 1,W0 � âåðîÿòíîñòü èìåòü
ñóììàðíûé ñïèí S = 0. Äëÿ íåïîëÿðèçîâàííûõ ïó÷êîâ, êîãäà âñå ïðîåêöèè
ñóììàðíîãî ñïèíà ðàâíîâåðîÿòíû, W1 = 3/4, W0 = 1/4. Ìû âèäèì, ÷òî áëà-
ãîäàðÿ ýôôåêòó òîæäåñòâåííîñòè ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåê-
òðîíà íà íåðåëÿòèâèñòñêîì ýëåêòðîíå îòëè÷àåòñÿ îò ñå÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî
ôîðìóëîé Ðåçåðôîðäà (218).
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ÐÀÇÄÅË 21. ÏÐÈÁËÈÆ�ÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ
Â ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅ

×èñëî çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü òî÷íî àíàëèòè÷åñêè, î÷åíü îãðàíè-
÷åíî. Ïîýòîìó âàæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèé.

21.1. Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Îäíèì èç âàæíûõ ïðèáëèæ¼ííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ
âîçìóùåíèé. Íàì íåîáõîäèìî íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψn(x) è ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ En ãàìèëüòîíèàíà Ĥ = Ĥ0 + V̂ ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû çíàåì âñå

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψ
(0)
n (x) è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ E

(0)
n

ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëíîòîé ñîâîêóïíîñòè ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0, ïðåäñòàâèì ψn(x) â âèäå

ψn(x) =
∑
k

c
(n)
k ψ

(0)
k (x) ,

∑
k

|c(n)
k |

2 = 1 .

Ïîäñòàâèâ ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà Ĥψn = Eψn, ïîëó÷èì∑
k

(E − E(0)
k ) c

(n)
k ψ

(0)
k (x) =

∑
k

c
(n)
k V̂ ψ

(0)
k (x) .

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ψ
(0)∗
l (x) è âçÿâ èíòåãðàë ïî dx, ïîëó-

÷èì

(E − E(0)
l ) c

(n)
l =

∑
k

Vlk c
(n)
k , Vlk =

∫
dxψ

(0)∗
l (x) V̂ ψ

(0)
k (x) .

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàò-
ðè÷íóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Õîòÿ ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à íå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ðåøàòü å¼
â îáùåì ñëó÷àå òÿæåëåå, òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé áåñêîíå÷íî. Îäíàêî, ýòà
ñèñòåìà î÷åíü óäîáíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïðè îòñóòñòâèè âûðîæ-
äåíèÿ è ïðè óñëîâèè ìàëîñòè âîçìóùåíèÿ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|Vlk| � |E(0)
l −E

(0)
k | äëÿ l 6= k. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Øðåäèí-

ãåðà ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì èòåðàöèé. Ñ÷èòàÿ, ÷òî E ≈ E
(0)
n , c

(n)
n ≈ 1 è

|c(n)
l | � 1 ïðè l 6= n, ïîëó÷àåì

c
(n)
l =

Vln

E
(0)
n − E(0)

l

+ . . . , E = E(0)
n + Vnn +

∑
l 6=n

|Vln|2

E
(0)
n − E(0)

l

+ . . . . (239)

Çàìåòèì, ÷òî ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âñåãäà

îòðèöàòåëüíà, òàê êàê E
(0)
0 < E

(0)
l .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ãðóïïà áëèçêî ëåæàùèõ óðîâíåé, äëÿ êîòîðûõ

|Vln| áîëüøå èëè ñðàâíèìû ñ |E(0)
n − E(0)

l |. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû cl,
îòâå÷àþùèå ýòîé ãðóïïå óðîâíåé, áóäóò âñå îäíîãî ïîðÿäêà. Â ãëàâíîì ïðè-
áëèæåíèè, îñòàâëÿÿ â ìàòðè÷íîì óðàâíåíèè òîëüêî ýòè êîýôôèöèåíòû, ïî-
ëó÷àåì

(E − E(0)
l ) cl =

∑
k

′
Vlk ck ,

ãäå ñóììà ó÷èòûâàåò òîëüêî áëèçêî ëåæàùèå óðîâíè (èíäåêñ l òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóåò ýòèì óðîâíÿì). Òàê êàê ìû èìååì äåëî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé, òî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ:

det |Vlk − (E − E(0)
l ) δlk| = 0 . (240)

Ýòî òàê íàçûâàåìîå ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé äâóõ
áëèçêèõ óðîâíåé. Ðåøàÿ ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì

E1,2 =
1

2
(V11 + E

(0)
1 + V22 + E

(0)
2 )±

√
1

4
(V11 + E

(0)
1 − V22 − E(0)

2 )2 + |V12|2 .

Åñëè E
(0)
1 = E

(0)
2 è V11 = V22 = 0, òî E1,2 = E

(0)
1 ± |V12|.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óðîâíè ýíåðãèè ñîâïàäàëè, E1 = E2, íåîáõîäèìî âûïîë-
íåíèå äâóõ óñëîâèé:

V12 = 0 , V11 + E
(0)
1 − V22 − E(0)

2 = 0 .

Äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíîâðåìåííî äâóõ óñëîâèé íåîáõîäèìî íàëè÷èå ñïåöèàëü-
íûõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà è âîçìóùåíèÿ. Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî,
âûðîæäåíèå îòñóòñòâóåò.

21.2. Ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ U(R) ýëåêòðè÷å-
ñêîãî çàðÿäà Q ñ íåéòðàëüíûì àòîìîì íà ðàññòîÿíèÿõ R� aB. Ñòàòè÷åñêèé
ïîòåíöèàë ϕ(R) íåéòðàëüíîãî àòîìà íà òàêèõ ðàññòîÿíèÿõ ýêñïîíåíöèàëüíî
çàòóõàåò ϕ(R) ∝ exp(−R/aB). Ïîýòîìó âàæíûì ñòàíîâèòñÿ ýôôåêò ïîëÿðè-
çóåìîñòè àòîìíîé îáîëî÷êè. Äëÿ r � R èìååì

Û = −ZeQ
R

+
∑
i

eQ

|R− ri|
≈ Q

R · D̂
R3

, D̂ =
∑
i

e ri ,

ãäå D̂ � îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà àòîìà. Ïîñêîëüêó èç-çà ñîõðàíåíèÿ
÷¼òíîñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà ðàâíî íóëþ, òî ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ U(R) îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ïîðÿäêîì òåîðèè
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âîçìóùåíèé ïî îïåðàòîðó Û :

U(R) = −α0 E2

2
, E =

QR

R3
, α0 = 2

∑
n6=0

|(Dz)n0|2

En − E0
, (241)

ãäå îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Âåëè÷èíà α0, âõîäÿùàÿ â
ôîðìóëó (241), íàçûâàåòñÿ ïîëÿðèçóåìîñòüþ àòîìà. Îíà èìååò ðàçìåðíîñòü
îáú¼ìà è äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà èìååò ïîðÿäîê a3

B (òî÷íîå
çíà÷åíèå äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà α0 = 9 a3

B/2). Ñèëû, ñâÿ-
çàííûå ñ ïîëÿðèçóåìîñòüþ ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê, íàçûâàþòñÿ ñèëàìè Âàí-
äåð-Âààëüñà.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ R äâóõ
íåéòðàëüíûõ àòîìîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, òî îïåðàòîð âçàè-
ìîäåéñòâèÿ Û áóäåò îïåðàòîðîì äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,

Û =
(D̂1 · D̂2)− 3(D̂1 · n)(D̂2 · n)

R3
, n = R/R ,

ãäå D̂1,2 � îïåðàòîðû äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìîâ. Ïîýòî-
ìó âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé U(R) ∝ 1/R6.

21.3. Ïðèáëèæåíèå Òîìàñà � Ôåðìè

Îáñóäèì î÷åíü ïðîñòîé è íàãëÿäíûé ìåòîä îïèñàíèÿ ìíîãîýëåêòðîí-
íûõ àòîìîâ � ìåòîä Òîìàñà � Ôåðìè. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâà-
íèè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà è ïðèáëèæåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàðÿä ÿäðà Z � 1. Êâàçèêëàññè÷åñêèé ïîäõîä ñïðàâåä-
ëèâ íà ðàññòîÿíèÿõ, íà êîòîðûõ íàõîäèòñÿ áîëüøèíñòâî ýëåêòðîíîâ, ò. å.
aB � r � aB/Z. Ïîòåíöèàë ϕ(r), ñ êîòîðûì âçàèìîäåéñòâóåò êàæäûé ýëåê-
òðîí, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïîòåíöèàëà ÿäðà è ïîòåíöèàëà âñåõ ýëåêòðîíîâ. Îí
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà ∆ϕ = −4πρ(r), ãäå ρ(r) � ïëîòíîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Äëÿ r > 0 èìååì ρ(r) = e n(r), ãäå n(r) � ïëîò-
íîñòü ýëåêòðîíîâ â àòîìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà
U(r) = eϕ(r) ïðè r > 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆U(r) = −4π e2n(r) .

Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå ôàçîâîãî îáú¼ìà
(ñ ó÷¼òîì ñïèíà) ðàâíî

dN = 2
d3r d3p

(2π~)3
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

n(r) =
2

(2π~)3

4

3
π p3

max ,
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ãäå pmax îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ýëåêòðîíû èìåþò ýíåðãèþ E ≤ 0:

p2
max

2m
+ U(r) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆U(r) = − 4 e2

3π~3

(
− 2mU(r)

)3/2
.

Ïðè r → 0 ãëàâíûé âêëàä â U(r) äà¼ò ïîòåíöèàë ÿäðà, ÿâëÿþùèéñÿ ñèíãó-
ëÿðíûì ïðè r → 0, ò. å. U(r)→ −Ze2/r. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó

U(r) = −Ze
2

r
χ(r/r0) , r0 = b aB Z

−1/3 , b =

(
3π

8
√

2

)2/3

≈ 0,885 .

Òîãäà ôóíêöèÿ χ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

√
xχ′′(x) = χ3/2(x) (242)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè χ(x)→ 1 ïðè x→ 0 è χ(x)→ 0 ïðè x� 1 (äëÿ íåé-
òðàëüíîãî àòîìà). Ìû âèäèì, ÷òî îñíîâíîå êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ íàõîäèòñÿ
íà ðàññòîÿíèÿõ r ∼ r0 ∼ aB Z

−1/3. Ýòó çàâèñèìîñòü îò Z ìîæíî ïîëó÷èòü,
èñõîäÿ èç òåîðåìû î âèðèàëå è òîãî, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ ðàâíî Z.
Ïóñòü õàðàêòåðíûé èìïóëüñ ýëåêòðîíîâ â àòîìå ðàâåí p0 è õàðàêòåðíûé óã-
ëîâîé ìîìåíò ðàâåí l0. Òîãäà

r3
0p

3
0

~3
∼ Z ,

p2
0

m
∼ Ze2

r0
,

èëè

r0 ∼ aB Z
−1/3 , p0 ∼

~
aB

Z2/3 , l0 ∼
r0p0

~
∼ Z1/3 .

21.4. Âàðèàöèîííûé ìåòîä

Î÷åíü óäîáíûì è âàæíûì ïðèáëèæ¼ííûì ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðîâ
ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè

E =

∫
dxψ∗(x)Ĥ ψ(x)∫
dxψ∗(x)ψ(x)

,

ãäå ψ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ. Ìîæíî â êà÷åñòâå äâóõ íåçà-
âèñèìûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàòü Reψ(x) è Imψ(x), íî óäîáíåå ψ(x) è ψ∗(x).
Âû÷èñëèì âàðèàöèþ δE/δ ψ∗. Èìååì

δE =

∫
dx [δψ∗(x)]Ĥ ψ(x)∫
dxψ∗(x)ψ(x)

−
∫
dxψ∗(x)Ĥ ψ(x)

[
∫
dxψ∗(x)ψ(x)]2

∫
dx [δψ∗(x)]ψ(x) . (243)
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Ïîëîæèâ δE = 0 è èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà E, ïîëó÷àåì∫
dx [δψ∗(x)](Ĥ − E)ψ(x) = 0 ⇒ (Ĥ − E)ψ(x) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà.

Âàðèàöèîííûé ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôóíê-
öèþ ψ(λ1, . . . , λn, x), çàâèñÿùóþ îò n ïàðàìåòðîâ λi è ïåðåìåííîé x. Çíà÷å-
íèå E(λ1, . . . , λn) òàêæå áóäåò çàâèñåòü îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Ðåøàÿ ñèñòåìó
óðàâíåíèé

∂

∂λi
E(λ1, . . . , λn) = 0 ,

ìû íàéä¼ì çíà÷åíèå E(λ1, . . . , λn), êîòîðîå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ãàìèëüòîíèàíà, íî áóäåò ê íèì äîñòàòî÷íî áëèçêî ðàñïîëîæåíî.
Ýòà áëèçîñòü çàâèñèò êàê îò ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, òàê è îò âèäà ïàðàìåòðèçà-
öèè. Ïîêàæåì, ÷òî âû÷èñëåííàÿ òàêèì îáðàçîì âàðèàöèîííàÿ ýíåðãèÿ âñåãäà
áóäåò áîëüøå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è ðàâíà åé òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñîâïàä¼ò
ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîëüçóÿñü ïîëíîòîé ñèñòåìû ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé ψk(x) ãàìèëüòîíèàíà Ĥ è íîðìèðóÿ âîëíîâóþ ôóíêöèþ
ψ(λ1, . . . , λn, x) íà åäèíèöó, çàïèøåì ýòó ôóíêöèþ â âèäå

ψ(λ1, . . . , λn, x) =
∑
k

ck(λ1, . . . , λn)ψk(x) ,
∑
k

|ck(λ1, . . . , λn)|2 = 1 .

Òîãäà ôóíêöèîíàë ýíåðãèè áóäåò ðàâåí

E(λ1, . . . , λn) =
∑
k

|ck(λ1, . . . , λn)|2Ek = E0 +
∑
k

|ck(λ1, . . . , λn)|2 (Ek−E0) ,

ãäå E0 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàê êàê Ek > E0, òî E(λ1, . . . , λn) ≥
E0.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì îñ-
íîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç äâóõ ýëåêòðîíîâ è ÿäðà ñ çàðÿäîì Z|e|. Ãàìèëü-
òîíèàí ðàâåí

Ĥ =
p̂2

1

2m
+
p̂2

2

2m
− Ze2

r1
− Ze2

r2
+

e2

|r1 − r2|
.

Âûáåðåì âàðèàöèîííóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå

ψ(Z∗, r1, r2) = ψ0(Z
∗, r1)ψ0(Z

∗, r2) , ψ0(Z
∗, r) =

(Z∗)3/2√
πa3

B

exp[−r Z∗/aB] .

Çäåñü Z∗ � âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð. Ïðè Z∗ = Z ôóíêöèÿ ψ0(Z, r) ñîâïàäàåò
ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îäíîãî ýëåêòðîíà â ïîëå ÿäðà ñ
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çàðÿäîì Z|e|. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î âèðèàëå, ñèììåòðèåé âîëíîâîé
ôóíêöèè è ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, ïîëó÷àåì〈

p̂2
1

2m

〉
=

〈
p̂2

2

2m

〉
=

e2

2aB
Z∗ 2 ,

〈
e2

r1

〉
=

〈
e2

r2

〉
=
e2

aB
Z∗ ,〈

e2
1

|r1 − r2|

〉
=
e2

aB

5

8
Z∗ .

(244)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ E(Z∗) íàõîäèì

E(Z∗) =
e2

aB

[
Z∗ 2 − 2Z Z∗ +

5

8
Z∗
]
.

Ìèíèìóì ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ ïðè Z∗ = Z − 5/16, îí ðàâåí

E = −2

(
Z − 5

16

)2

Ry , Ry =
e2

2aB
.

Äëÿ Z = 2 (ãåëèé) ïîëó÷àåì E = −5,695Ry, à òî÷íîå çíà÷åíèå ðàâíî
E = −5,808Ry. Äëÿ Z = 1 (èîí H−) ïîëó÷àåì E = −2(11/16)2 Ry > −Ry.
Ìîæíî áûëî áû ïîäóìàòü, ÷òî ñòàáèëüíîãî èîíà H− íå ñóùåñòâóåò. Îäíà-
êî â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿ-
åòñÿ íåäîñòàòî÷íî òî÷íîé. Ìîæíî íàïèñàòü âàðèàöèîííóþ âîëíîâóþ ôóíê-
öèþ, çàâèñÿùóþ îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
E < −Ry, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî èîí H− ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì.
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ÐÀÇÄÅË 22. ÑÏÅÊÒÐÛ ÀÒÎÌÀ ÂÎÄÎÐÎÄÀ
È ÌÍÎÃÎÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÕ ÀÒÎÌÎÂ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àòîì âîäîðîäà. Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåë¼ííûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè:

nLJ ,

ãäå n � ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, L � îðáèòàëüíûé ìîìåíò è J = L ± 1/2
� ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò. Íàïðèìåð, 2 s1/2 îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñ n = 2,
L = 0 è J = 1/2; 2 p3/2 îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñ n = 2, L = 1 è J = 3/2. Áóêâà
s ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàëüíîìó ìîìåíòó L = 0, p � îðáèòàëüíîìó ìîìåíòó
L = 1, d � îðáèòàëüíîìó ìîìåíòó L = 2, f � îðáèòàëüíîìó ìîìåíòó L = 3.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, â àòîìå âîäîðîäà ôîðìóëà äëÿ ýíåðãèè E, ó÷èòû-
âàþùàÿ òîíêóþ ñòðóêòóðó, äà¼ò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ äàííûõ n è J ïðè
L = J+1/2 è L = J−1/2 (íàïðèìåð, óðîâåíü 2s1/2 èìååò òó æå ýíåðãèþ, ÷òî
è óðîâåíü 2p1/2 ). Êðîìå òîãî, äëÿ äàííîãî n ñîñòîÿíèå ñ á�îëüøèì J áóäåò
èìåòü á�îëüøóþ ýíåðãèþ (íàïðèìåð, óðîâåíü 2p3/2 íàõîäèòñÿ âûøå óðîâíÿ
2p1/2).

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ìíîãîýëåêòðîííûì àòîìàì. Åñëè k ýëåêòðîíîâ íàõî-
äÿòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ äàííûìè n è l, òî ýòî çàïèñûâàåòñÿ êàê n l k. Î ðàñïðåäå-
ëåíèè ýëåêòðîíîâ â àòîìå ïî ñîñòîÿíèÿì ñ ðàçíûìè n è l ãîâîðÿò êàê îá ýëåê-
òðîííîé êîíôèãóðàöèè. Ýëåêòðîíû ñ äàííûìè n è l ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå
ïðîåêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà lz (−l ≤ lz ≤ l) è ñïèíà sz (sz = ±1/2). Ñî-
ãëàñíî ïðèíöèïó Ïàóëè, â êàæäîì ñîñòîÿíèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî îäèí
ýëåêòðîí. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ 2(2l+1) ñîñòîÿíèé ïðè äàííûõ n è l íàçûâàåòñÿ
îáîëî÷êîé. Åñëè âñå ñîñòîÿíèÿ â îáîëî÷êå çàíÿòû, òî ãîâîðÿò î çàïîëíåííîé
îáîëî÷êå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè ìû ãîâîðèëè î ñàìîñîãëàñî-
âàííîì ïîòåíöèàëå U(r), â êîòîðîì äâèæóòñÿ âñå ýëåêòðîíû. Â ýòîì ïîòåíöè-
àëå ìîæíî íàéòè îäíîýëåêòðîííûå óðîâíè ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìûå ãëàâíûì
êâàíòîâûì ÷èñëîì n è îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l. Ïîòåíöèàë U(r) ÿâëÿåòñÿ
ïðèáëèæ¼ííûì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ â àòîìå. Ñóùåñòâó-
þò ðàçíûå ìåòîäû åãî âû÷èñëåíèÿ è ìåòîä Òîìàñà � Ôåðìè � îäèí èç íèõ.
Ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì ïîòåíöèàëîì è ñàìîñîãëàñîâàííûì ïîòåíöèàëîì íà-
çûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì.

Ãàìèëüòîíèàí ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ âêëàäîâ:
íåðåëÿòèâèñòñêàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåõ ýëåêòðîíîâ, ñàìîñîãëàñîâàííûé
ïîòåíöèàë, îñòàòî÷íîå âçàèìîäåéñòâèå è ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè. Ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ íà íåçàïîëíåííîé îáîëî÷êå (íå âñå ñî-
ñòîÿíèÿ â îáîëî÷êå ñ äàííûì n è l çàíÿòû). Òîãäà èç âîëíîâûõ ôóíêöèé
ýëåêòðîíîâ íà ýòîé îáîëî÷êå ìîæíî (ïðè ó÷¼òå ïðèíöèïà Ïàóëè) ïîñòðîèòü

ñîñòîÿíèå ñ ïîëíûì îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì ýëåêòðîíîâ L (L̂ =
∑
l̂i) è ïîë-

íûì ñïèíîì S (Ŝ =
∑
ŝi). Åñëè ïðåíåáðå÷ü îñòàòî÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì è
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ðåëÿòèâèñòñêèìè ýôôåêòàìè, òî âñå ýòè ñîñòîÿíèÿ áóäóò èìåòü îäèíàêîâóþ
ýíåðãèþ, íå çàâèñÿùóþ îò L è S. Ñ ó÷¼òîì îñòàòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âû-
ðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ, è ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçíûìè L è S áóäóò èìåòü ðàçíóþ ýíåð-
ãèþ èç-çà ðàçíîé ñèììåòðèè âîëíîâûõ ôóíêöèé (îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå).
Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñùåïëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ïîïðàâêîé. Îíî
èìååò ïîðÿäîê ðèäáåðãà, óìíîæåííîãî íà íåêîòîðûé ÷èñëåííûé êîýôôèöè-
åíò. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé â îáîëî÷êå,
ñóùåñòâóþò òðè ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ïðàâèëà Õóíäà:
1. Ñðåäè ðàçðåø¼ííûõ ïî ïðèíöèïó Ïàóëè ñîñòîÿíèé íàäî íàéòè ñîñòîÿíèå

ñ íàèáîëüøèì ñïèíîì S.

Ýòî ïðàâèëî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó èç äâóõ p-ýëåêòðîíîâ (l = 1). Åñëè ñóììàðíûé ñïèí ðàâåí åäèíèöå
(S = 1), òî ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ñèììåòðè÷íîé, à êîîðäèíàòíàÿ ôóíê-
öèÿ áóäåò àíòèñèììåòðè÷íîé, ò. å. ýëåêòðîíû íå ñìîãóò íàõîäèòüñÿ áëèçêî
äðóã îò äðóãà, è êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå óìåíüøàåòñÿ. Åñëè ñïèí ðàâåí
íóëþ (S = 0), òî ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò àíòèñèììåòðè÷íîé, à êîîðäè-
íàòíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ñèììåòðè÷íîé, ò. å. ýëåêòðîíû ñìîãóò íàõîäèòüñÿ
áëèçêî äðóã îò äðóãà, è êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå óâåëè÷èâàåòñÿ. Åñëè
ñêëàäûâàþòñÿ äâà ìîìåíòà l = 1, òî óãëîâàÿ ôóíêöèÿ ñ L = 0 è L = 2
áóäåò ñèììåòðè÷íîé, à ñ L = 1 áóäåò àíòèñèììåòðè÷íîé. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
êîíôèãóðàöèè îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

2S+1L .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ p-ýëåêòðîíîâ èìååì êîíôèãóðàöèè 3P , 1D è 1S.
Ñîñòîÿíèå ñ íàèáîëüøèì ñïèíîì (S = 1) îäíî (3P ) � ýòî è åñòü ñîñòî-
ÿíèå ñ íàèíèçøåé ýíåðãèåé. Âûøå íàõîäèòñÿ ñîñòîÿíèå 1D, à åù¼ âûøå
1S. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ñ ìàêñèìàëüíûì ñïèíîì ïðè ëþáîì
÷èñëå ýëåêòðîíîâ áóäåò îáëàäàòü ìàêñèìàëüíîé àíòèñèììåòðèåé, ò. å. ìè-
íèìàëüíûì êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì.

2. Åñëè ñîñòîÿíèé ñ ìàêñèìàëüíûì ñïèíîì S íåñêîëüêî, òî íàèíèçøåé ýíåð-
ãèåé ïðè äàííîì S áóäåò îáëàäàòü ñîñòîÿíèå ñ ìàêñèìàëüíûì ìîìåíòîì
L. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèì: ÷åì áîëüøå L, òåì áîëüøå
ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ïîñëå òîãî, êàê ìû íàøëè S è L,
ñîãëàñíî ïðàâèëàì Õóíäà 1 è 2, ïîëíûé ìîìåíò J ìîæåò ïðèíèìàòü ðàç-
íûå çíà÷åíèÿ |L− S| ≤ J ≤ L+ S. Çäåñü â äåëî âñòóïàåò òðåòüå ïðàâèëî
Õóíäà.

3. Åñëè îáîëî÷êà çàïîëíåíà ìåíåå ÷åì íàïîëîâèíó, òî ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíü-
øåé ýíåðãèåé áóäåò îáëàäàòü íàèìåíüøèì ïîëíûì ìîìåíòîì J , à åñëè
îáîëî÷êà çàïîëíåíà áîëåå ÷åì íàïîëîâèíó, òî ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé
ýíåðãèåé áóäåò îáëàäàòü íàèáîëüøèì J .
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Òðåòüå ïðàâèëî Õóíäà ñâÿçàíî ñ ó÷¼òîì ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Êîãäà ýëåêòðîíîâ ìàëî, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ñïåêòð âîäîðîäà ñ
îäíèì ýëåêòðîíîì â êóëîíîâñêîì ïîëå: òàì ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìàëüíûì J
èìååò íàèíèçøóþ ýíåðãèþ. Åñëè îáîëî÷êà çàïîëíåíà áîëåå ÷åì íàïîëîâè-
íó, òî ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå. Åñëè îáîëî÷êà ïîëíîñòüþ
çàïîëíåíà, òî L = 0 è S = 0. Îáîëî÷êà ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ýëåêòðî-
íîâ ýêâèâàëåíòíà îáîëî÷êå ñ ìàëûì êîëè÷åñòâîì äûðîê. Çàðÿä ó äûðêè
ïðîòèâîïîëîæåí çàðÿäó ýëåêòðîíà. Ïîýòîìó çíàê ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ äëÿ äûðîê ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ äëÿ ýëåêòðîíîâ. Ïîýòîìó äëÿ äûðîê ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé
ýíåðãèåé áóäåò îáëàäàòü íàèáîëüøèì ìîìåíòîì J . Åñëè îáîëî÷êà çàïîëíå-
íà ðîâíî íàïîëîâèíó, òî ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ñïèí-îðáèòàëüíîìó
âçàèìîäåéñòâèþ îáðàùàåòñÿ â íîëü, è íèêàêîãî ïðàâèëà íåò. Èñïîëüçóþò-
ñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè îáîëî÷êè, ó÷èòû-
âàþùèå ïîëíûé ìîìåíò J :

2S+1LJ .

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî íàìè ñëó÷àÿ äâóõ p-ýëåêòðîíîâ èìååì ñëåäóþùèå
òåðìû (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýíåðãèè):

3P0 ,
3P1 ,

3P2 ,
1D2 ,

1S0 . (245)

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î òð¼õ p-ýëåêòðîíàõ. Êàæäîå ñîñòîÿíèå ýëåê-
òðîíà ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü äâóìÿ ÷èñëàìè (sz, lz). Ó íàñ åñòü øåñòü ÿ÷ååê
(òðè ñ sz = 1/2 è òðè ñ sz = −1/2). Ìû äîëæíû ðàçìåñòèòü òðè ÷àñòèöû ïî
øåñòè ÿ÷åéêàì (ïî îäíîé â êàæäóþ). Òî åñòü ó íàñ 20 âàðèàíòîâ. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû óçíàòü, êàêèå åñòü òåðìû â ñèñòåìå òð¼õ p-ýëåêòðîíîâ, äîñòàòî÷íî
ïåðåñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ñ íåîòðèöàòåëüíîé ñóììàðíîé ïðîåêöèåé
ñïèíà è íåîòðèöàòåëüíîé ñóììàðíîé ïðîåêöèåé îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà. Åñëè
âñå òðè ÷àñòèöû ïîñàäèòü â ñîñòîÿíèÿ ñ sz = 1/2, òî Sz = 3/2 è Lz = 0.
Ïîëíûé ñïèí S ðàâåí ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèè Sz. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü
òåðì 4S (íå ïóòàéòå îáîçíà÷åíèå ñïèíà ñ áóêâîé â òåðìå, îáîçíà÷àþùåé îð-
áèòàëüíûé ìîìåíò!). Åñòü øåñòü ñîñòîÿíèé, êîòîðûå èìåþò äâå ÷àñòèöû ñ
ïðîåêöèåé ñïèíà sz = 1/2 è îäíó ÷àñòèöó ñ sz = −1/2, èç íèõ îäíî ñîñòîÿíèå
èìååò Lz = 2, äâà Lz = 1 è òðè Lz = 0. Îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ èìåþò èëè
îòðèöàòåëüíûå Sz, èëè îòðèöàòåëüíûå Lz. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü òåðì
2D (L = 2 è S = 1/2). Îäíà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñîñòîÿíèé ñ Lz = 1 è
Sz = 1/2 îòâå÷àåò ñîñòîÿíèþ èç òåðìà 2D. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ îòâå÷àåò òåðìó 2P . Òðè ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñîñòîÿíèé ñ
Lz = 0 è Sz = 1/2 îòâå÷àþò òåðìàì

4S , 2D , 2P ,

êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò, ñîîòâåòñòâåííî, 4× 1 = 4, 2× 5 = 10 è 2× 3 = 6
êîìïîíåíò, âñåãî 20 êîìïîíåíò. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ÿ÷ååê íå ãîâîðèò î òîì,
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êàêàÿ êîíêðåòíî êîìáèíàöèÿ ñîñòîÿíèé ñ îïðåäåë¼ííûìè sz è lz ÿâëÿåòñÿ ñî-
ñòîÿíèåì ñ îïðåäåë¼ííûìè Sz è Lz, íî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, êàêèå òåðìû
ñóùåñòâóþò. Ñëåäóÿ ïðàâèëàì Õóíäà, ìû íàõîäèì, ÷òî ñîñòîÿíèåì ñ íàèíèç-
øåé ýíåðãèåé ÿâëÿåòñÿ òåðì 4S, êîòîðûé, î÷åâèäíî, èìååò J = 3/2, òàê êàê
L = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ÷åòûð¼õ p-ýëåêòðîíîâ. Òàê êàê p-îáîëî÷êà
âìåùàåò â ñåáÿ øåñòü ýëåêòðîíîâ, òî ÷åòûðå p-ýëåêòðîíà ýêâèâàëåíòíû äâóì
äûðêàì. Ñ ó÷¼òîì òðåòüåãî ïðàâèëà Õóíäà, òåðìû (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
ýíåðãèè) äëÿ ÷åòûð¼õ p-ýëåêòðîíîâ ñëåäóþùèå

3P2 ,
3P1 ,

3P0 ,
1D2 ,

1S0 .

Ïðèâåä¼ííûå âûøå ïðàâèëà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íåçàïîëíåííîé
îáîëî÷êè ñ íàèíèçøåé ýíåðãèåé ïðèìåíèìû äëÿ íå î÷åíü òÿæ¼ëûõ àòîìîâ.
Â íèõ ñíà÷àëà (ñ ó÷¼òîì ïðèíöèïà Ïàóëè) íàõîäÿòñÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëíûì
ñïèíîì S, ïîòîì ñ ïîëíûì ìîìåíòîì L, à ïîòîì ñ ïîëíûì J . Ýòî òàê íàçû-
âàåìàÿ LS-ñâÿçü. Òàêîé ïîäõîä ñïðàâåäëèâ â ñëó÷àå, êîãäà îñòàòî÷íîå âçàè-
ìîäåéñòâèå çíà÷èòåëüíî áîëüøå ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê.

Â î÷åíü òÿæ¼ëûõ àòîìàõ îñòàòî÷íîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ äðó-
ãîé ïîäõîä � òàê íàçûâàåìàÿ jj-ñâÿçü. Â ýòîì ïîäõîäå ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî
ýëåêòðîíà ñòðîÿòñÿ ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåë¼ííûì j = l ± 1/2, à ïîòîì (ñ ó÷¼-
òîì ïðèíöèïà Ïàóëè) ñòðîÿòñÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëíûì ìîìåíòîì J . Ðàññìîòðèì
äâà p-ýëåêòðîíà. Èìååì äâà ñîñòîÿíèÿ (ñ ó÷¼òîì ïðîåêöèè Jz) p1/2 è ÷åòû-
ðå ñîñòîÿíèÿ p3/2. Êàê ìû çíàåì, ñîñòîÿíèå p1/2 èìååò ýíåðãèþ íèæå, ÷åì
p3/2. Çíà÷èò, ó íàñ åñòü äâå ïîäîáîëî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êâàíòîâûì
÷èñëàì. Åñëè ìû ïîñàäèì äâà ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèå p1/2 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ñîñòîÿíèþ ñ íàèíèçøåé ýíåðãèåé), òî ïîäîáîëî÷êà áóäåò çàïîëíåíà, è å¼ ïîë-
íûé ìîìåíò áóäåò ðàâåí J = 0. Åñëè ìû ïîñàäèì îäèí ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèå
p1/2, à äðóãîé ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèå p3/2, òî èõ ñîñòîÿíèÿ áóäóò ðàçíûìè è
ïîëíûé ìîìåíò ìîæåò áûòü êàê J = 2, òàê è J = 1. Çàìåòèì, ÷òî áåç ó÷¼òà
îñòàòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ýíåðãèè ýòèõ ñîñòîÿíèé áóäóò ðàâíû. Ó÷¼ò îñòà-
òî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñíèìàåò ýòî âûðîæäåíèå, ïðè÷¼ì ñîñòîÿíèå ñ J = 2
áóäåò âûøå, ÷åì ñîñòîÿíèå ñ J = 1.

Òåïåðü ïîñàäèì äâà ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèå p3/2. Ïðè ñëîæåíèè äâóõ ñïè-
íîâ 3/2 ïîëíûé ñïèí ìîæåò áûòü 3, 2, 1, 0. Íî âîëíîâûå ôóíêöèè ñî ñïèíîì
3 è 1 áóäóò ñèììåòðè÷íûìè, à ñî ñïèíîì 2 è 0 áóäóò àíòèñèììåòðè÷íûìè.
Ïîýòîìó, ñ ó÷¼òîì ïðèíöèïà Ïàóëè, ïîëíûé ìîìåíò J äâóõ ýëåêòðîíîâ â ñî-
ñòîÿíèè p3/2 ìîæåò áûòü ðàâåí J = 2 è J = 0. Êàê è ðàíüøå, ó÷¼ò îñòàòî÷íîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñíèìàåò âûðîæäåíèå ìåæäó ýòèìè óðîâíÿìè, ïðè÷¼ì ñîñòî-
ÿíèå ñ J = 0 áóäåò âûøå, ÷åì ñîñòîÿíèå ñ J = 2. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ
íàìè â ïîäõîäå jj-ñâÿçè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðîâíåé ýíåðãèè ïî J ñîâïàäàåò
ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â (245).
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïîëíåíèÿ àòîìíûõ îáîëî÷åê. Â
êóëîíîâñêîì ïîëå ýíåðãèÿ óðîâíÿ çàâèñèò â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè
òîëüêî îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n = nr+l+1. Â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå
ñàìîñîãëàñîâàííûé ïîòåíöèàë íå ÿâëÿåòñÿ êóëîíîâñêèì, è ýíåðãèÿ çàâèñèò è
îò n, è îò l. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âëèÿåò íà ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ îáîëî÷åê.
Ñíà÷àëà çàïîëíÿåòñÿ îáîëî÷êà 1s. Çàòåì, â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýíåðãèè, 2s,
2p è 3s, 3p. Ïîñëå ýòîãî ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ ìåíÿåòñÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ñîñòî-
ÿíèå 3d çà ñ÷¼ò îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íàõîäèòñÿ âûøå, ÷åì 4s, íî íèæå, ÷åì
4p. Ïîýòîìó ïîñëå 3p çàïîëíÿåòñÿ 4s, 3d, 4p. Äàëüøå èñòîðèÿ ïîâòîðÿåòñÿ, â
ïîðÿäêå ïîâûøåíèÿ ýíåðãèè èìååì îáîëî÷êè 5s, 4d è 5p, çàòåì 6s, 4f , 5d, 6p
è ò. ä.

156



ÐÀÇÄÅË 23. ÑÂÅÐÕÒÎÍÊÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ

Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà àòîìíûõ ñïåêòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâè-
åì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ÿäðà µN , ñ àòîìíû-
ìè ýëåêòðîíàìè. Åñòü òàêæå âêëàä, îáóñëîâëåííûé âçàèìîäåéñòâèåì ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî êâàäðóïîëüíûì ìîìåíòîì ÿäðà Qij, ñ àòîìíû-
ìè ýëåêòðîíàìè. Ïîñëåäíèé âêëàä, êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âêëàäà
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, è ìû åãî ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Ìàãíèòíûé ìîìåíò ÿäðà ñîçäà¼ò âåêòîð-ïîòåíöèàë A è ìàãíèòíîå ïîëå
H:

A =
µN × r
r3

, H =
3n (n · µN)− µN

r3
+

8π

3
δ(r)µN .

Â ëèíåéíîì ïî ìàãíèòíîìó ìîìåíòó ïðèáëèæåíèè ãàìèëüòîíèàí δĤ âçàèìî-
äåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì èìååò âèä

δĤ = − e

2mec
(A · p̂+ p̂ ·A+ ~σe ·H) =

= − e~
2mec

[
2l̂ · µ̂N
r3

+
3(n · σe) (n · µ̂N)− (σe · µ̂N)

r3
+

8π

3
δ(r) (µ̂N · σe)

]
.

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà (∝ 1/r3) äàþò âêëàä â ïîïðàâêó ê ýíåðãèè òîëüêî òîãäà,
êîãäà l 6= 0, à òðåòèé ÷ëåí (∝ δ(r)) äà¼ò âêëàä â ïîïðàâêó ê ýíåðãèè òîëüêî
äëÿ l = 0. Äëÿ àòîìà âîäîðîäà â ñîñòîÿíèè 1s1/2 ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ðàâíà

δE = − e~
2mec

8π

3
ψ2(0)

(
−2,79

e~
2mpc

)
(σp · σe) =

= 2,79
8

3
α2me

mp
(F (F + 1)− 3/2)Ry , (246)

ãäå F = 1, 0 � ïîëíûé ñïèí ýëåêòðîíà è ïðîòîíà. Ðàçíèöà ýíåðãèé

δE(F = 1)− δE(F = 0) = 2,79
16

3
α2me

mp
Ry

îòâå÷àåò äëèíå âîëíû ñâåòà 21 ñì. Ïîïðàâêó δE ìîæíî îöåíèòü êàê

δE ∼ µeµp
a3
B

.

Ïîñêîëüêó òîíêàÿ ñòðóêòóðà, êàê ðåëÿòèâèñòñêàÿ ïîïðàâêà, èìååò ïîðÿ-
äîê (v2/c2)Ry ∼ α2Ry, òî îòíîøåíèå ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû ê òîíêîé ñòðóê-
òóðå èìååò ïîðÿäîê me/mp.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîãîýëåêòðîííûé àòîì. Çà ñ÷¼ò ñâåðõòîíêîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì êîììóòèðóåò íå ïîëíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà Ĵ

157



è ñïèí ÿäðà î ïî îòäåëüíîñòè, à ïîëíûé ìîìåíò F̂ = Ĵ + î. Ïîñëå óñðåäíåíèÿ
ïî ýëåêòðîííîé âîëíîâîé ôóíêöèè ïîïðàâêà ê ýíåðãèè èìååò âèä

δE = b〈Ĵ · î〉 =
b

2

(
F (F + 1)− J(J + 1)− i(i+ 1)

)
,

ãäå b ∼ α2me

mp
Ry. Îáñóäèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàê b çàâèñèò îò Z â ñëó÷àå

îäíîãî ýëåêòðîíà ïîâåðõ çàïîëíåííûõ îáîëî÷åê â ñëó÷àå áîëüøèõ Z. Íàèâíî
ìîæåò êàçàòüñÿ, ÷òî âíóòðåííèå Z−1 ýëåêòðîíû ýêðàíèðóþò ÿäðî äî çàðÿäà
ïîðÿäêà åäèíèöû, è äëÿ âíåøíåãî ýëåêòðîíà âñ¼ áóäåò òàê æå, êàê â âîäî-
ðîäå. Â ñàìîì äåëå, ýíåðãèÿ âíåøíåãî ýëåêòðîíà áóäåò ïîðÿäêà Ry, ðàçìåð
âîëíîâîé ôóíêöèè áóäåò ïîðÿäêà aB. Îäíàêî, ñâåðõòîíêîå ðàñùåïëåíèå áóäåò
óñèëåíî â Z ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ âîäîðîäîì. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Âå-
ðîÿòíîñòü íàéòè ýëåêòðîí íà ðàññòîÿíèè îò ÿäðà r ∼ aB/Z, ãäå ýêðàíèðîâêà
íå ðàáîòàåò, ìîæíî îöåíèòü êàê ψ2(r)r3. Îïåðàòîð ñâåðõòîíêîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ïðîïîðöèîíàëåí 1/r3. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà ê ýíåðãèè δE ∝ ψ2(r).
Íà ðàññòîÿíèÿõ aB � r � aB/Z ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ |U | � |E| ∼ Ry è

d

dr

~
p(r)

=
d

dr

~√
2m(E − U)

∼ d

dr

~√
2m(−U)

� 1.

Ïîýòîìó âïëîòü äî r ∼ aB/Z (ãäå óæå ñòàíîâèòñÿ d
dr

~
p(r) ∼ 1) ñïðàâåäëè-

âî êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â
òð¼õìåðíîé çàäà÷å èìååò âèä

ψ(r) ∼ e±i
∫ r
p(r′) dr′/~

r
√
p(r)

, p(r) =
√

2m(E − U) ≈
√

2m(−U) ∼ Z
√
mRy .

Òàêèì îáðàçîì,

ψ2(r) ∝ 1

r2p(r)
∝ Z2

Z
= Z , ψ2(aB/Z) ∼ Z

a3
B

,

ò. å. ψ2(r) íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ óñèëåíà â Z ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ âîäîðîäîì,
òàêæå êàê è ñâåðõòîíêîå ðàñùåïëåíèå.

Çàäà÷à 23.1. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè Z � 1 â ñëó÷àå îäíîãî ýëåêòðîíà ïî-
âåðõ çàïîëíåííûõ îáîëî÷åê òîíêàÿ ñòðóêòóðà óñèëåíà â Z2 ðàç ïî ñðàâíåíèþ
ñ âîäîðîäîì.

Çàäà÷à 23.2. Íàéäèòå ñâåðõòîíêîå ðàñùåïëåíèå äëÿ àòîìà âîäîðîäà ñ
ýëåêòðîíîì â ñîñòîÿíèè ñ l 6= 0.
Óêàçàíèÿ:
à) îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè l 6= 0 ðàâåí

δĤ = 2,79

(
e2~2

4mempc2

)
1

r3

[
2l̂ · σp + 3(n · σe) (n · σp)− (σe · σp)

]
; (247)
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á) èñïîëüçóÿ âåêòîðíóþ òåîðåìó, ïîêàæèòå, ÷òî

〈3ninj − δij〉 = − 3

(2l + 3)(2l − 1)
〈l̂il̂j + l̂j l̂i − 2

3
l(l + 1) δij〉 ;

â) èñïîëüçóÿ âåêòîðíóþ òåîðåìó è ï. á), ïîêàæèòå, ÷òî

〈2l̂ · σp + 3(n · σe) (n · σp)− (σe · σp)〉 =
2l(l + 1)

J(J + 1)
〈σp · Ĵ〉 . (248)
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ÐÀÇÄÅË 24. ÈÇÎÒÎÏÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÄÂÈÃ

Èçîòîïàìè íàçûâàþòñÿ ÿäðà, èìåþùèå îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïðîòîíîâ
Z è ðàçíîå êîëè÷åñòâî íåéòðîíîâ N (àòîìíûé íîìåð A = Z + N , A ≈ 2Z).
Ðàçíèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíåé ýíåðãèé ýëåêòðîíîâ â äâóõ èçîòîïàõ íà-
çûâàåòñÿ èçîòîïè÷åñêèì ñäâèãîì. Ñóùåñòâóåò äâà ýôôåêòà, ïðèâîäÿùèå ê
èçîòîïè÷åñêîìó ñäâèãó: ýôôåêò êîíå÷íîé ìàññû ÿäðà è ýôôåêò êîíå÷íîãî
ðàçìåðà ÿäðà (îáú¼ìíûé ýôôåêò). Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü êîíå÷íóþ ìàññó
ÿäðà, äîñòàòî÷íî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äîáàâèòü ê ãàìèëüòîíèàíó êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ ÿäðà

T =
P̂ 2

2M
, P̂ = −

∑
i

p̂i ,

ãäå P̂ � èìïóëüñ ÿäðà, à p̂i � èìïóëüñû ýëåêòðîíîâ. Ïîýòîìó ñìåùåíèå óðîâ-
íÿ çà ñ÷¼ò êîíå÷íîé ìàññû ÿäðà ìîæíî îöåíèòü êàê

EM ∼
me

M
Ry =

me

Amp
Ry .

Îòñþäà èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã (çà ñ÷¼ò ðàçíèöû àòîìíîãî ÷èñëà δA) ðàâåí

δEM ∼ −
δAme

A2mp
Ry .

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáú¼ìíûé ýôôåêò. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿäðà îòëè÷à-
åòñÿ îò êóëîíîâñêîãî íà ðàññòîÿíèÿõ ìåíüøå ðàçìåðà ÿäðà. Ïîýòîìó îáú¼ì-
íûé ýôôåêò íàèáîëåå çàìåòåí äëÿ ñîñòîÿíèé ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = 0.
Ñìåùåíèå óðîâíÿ çà ñ÷¼ò êîíå÷íîãî ðàäèóñà ÿäðà ìîæíî îöåíèòü êàê

ER ∼
∫
ψ2(r)δU(r) d3r ∼ ψ2(0)

Ze2

R
R3 .

Çäåñü δU(r) � ðàçíèöà ìåæäó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíà äëÿ ÿäðà
êîíå÷íîãî ðàäèóñà R è êóëîíîâñêîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, δU(r) > 0. Ðà-
äèóñ ÿäðà ðàâåí R = R0A

1/3, ãäå R0 = 1,2Ôì, 1Ôì = 10−13 ñì. Êàê áûëî
ïîêàçàíî ïðè îáñóæäåíèè òîíêîé ñòðóêòóðû, ψ2(0) ∼ Z/a3

B. Òàêèì îáðàçîì,

ER ∼ Z2A2/3

(
R0

aB

)2

Ry .

Îòñþäà èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã (çà ñ÷¼ò ðàçíèöû àòîìíîãî ÷èñëà δA) ðàâåí

δER ∼ Z2δAA−1/3

(
R0

aB

)2

Ry ∼ δAA5/3

(
R0

aB

)2

.
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Îòíîøåíèå δER/δEM ðàâíî

δER/δEM ∼ −A11/3

(
R0

aB

)2
mp

me
∼ −A11/3 10−6 .

Ýòî îòíîøåíèå ñòàíîâèòñÿ áîëüøå åäèíèöû äëÿ Z > 44.
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ÐÀÇÄÅË 25. ÀÒÎÌ Â ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅ
(ÝÔÔÅÊÒ ØÒÀÐÊÀ)

Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ îäíîðîäíûì ýëåêòðè÷åñêèì ïî-
ëåì E ðàâåí

V = −E · d̂ , d̂ =
∑
i

eri .

Òî÷íîãî âûðîæäåíèÿ ìåæäó ðàçíûìè òåðìàìè, êàê ïðàâèëî, íå ñóùåñòâóåò.
Âñåãäà åñòü êàêîé-òî ýôôåêò, êîòîðûé ñíèìàåò âûðîæäåíèå. Èç-çà ñôåðè÷å-
ñêîé ñèììåòðèè êóëîíîâñêîãî ïîëÿ ÿäðà êàæäûé òåðì îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé
÷¼òíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ r → −r. Êâàäðàò âîëíîâîé ôóíê-
öèè ψ2 íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè r → −r. Ïîýòîìó 〈d̂〉 = 0, ò. å. â
ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïî E ïîïðàâêà ê ýíåðãèè îòñóòñòâóåò, è
íàäî èñïîëüçîâàòü âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé:

δEn =
∑
k 6=n

〈n|d̂i|k〉〈k|d̂j|n〉
En − Ek

E iE j = −1

2
α

(n)
ij E

iE j ,

α
(n)
ij =

∑
k 6=n

〈n|d̂i|k〉〈k|d̂j|n〉+ 〈n|d̂j|k〉〈k|d̂i|n〉
Ek − En

,

(249)

ãäå α
(n)
ij íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ýëåêòðè÷åñêîé ïîëÿðèçóåìîñòè àòîìà. Ýòà ôîð-

ìóëà ñïðàâåäëèâà òîãäà, êîãäà |〈n|d̂ · E|k〉| � |En − Ek|. Ïîñêîëüêó E2 èìååò
ðàçìåðíîñòü ïëîòíîñòè ýíåðãèè, òî ïîëÿðèçóåìîñòü èìååò ðàçìåðíîñòü îáú-

¼ìà. Åñëè ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî óðîâíÿ ïîðÿäêà Ry, òî α
(n)
ij ∼ a3

B è

E � E0, ãäå E0 = |e|/a2
B = 5,4 · 109 B/ñì. Åñëè ðå÷ü èä¼ò îá èíòåðâàëå òîíêîé

ñòðóêòóðû, ãäå ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî óðîâíÿ ïîðÿäêà α2Ry ∼ 10−5Ry,

òî α
(n)
ij ∼ a3

B/α
2 è E � α2E0 = 3 · 105 B/ñì.

Åñëè ðå÷ü èä¼ò îá èíòåðâàëå òîíêîé ñòðóêòóðû è E ∼ α2E0, òî íàäî
ïèñàòü ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà åñòü âñåãî äâà áëèç-
êèõ óðîâíÿ ïðîòèâîïîëîæíîé ÷¼òíîñòè ñ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè ψ1 è ψ2.
Âûáåðåì íàïðàâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çà îñü z. Òàê êàê ñóùåñòâóåò èí-
âàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè z, òî ñîõðàíÿåòñÿ ïðîåêöèÿ
ïîëíîãî ìîìåíòà Jz. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñ ó÷¼òîì ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ áóäåò èìåòü âèä Ψ = c1ψ1 +c2ψ2, ãäå c1,2 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
óðàâíåíèé {

(E1 − E)c1 + V12c2 = 0

V21c1 + (E2 − E)c2 = 0 ,

V12 = V ∗21 = E|e|
∫
ψ+

1 zψ2 d
3r .
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Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ îïðåäåëèòåëü îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íàõîäèì
óðîâíè ýíåðãèè:

E =
1

2

[
E1 + E2 ±

√
(E1 − E2)2 + 4|V12|2

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè óðîâíè ýíåðãèè â ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì êîýôôèöèåíòû
c1,2. Ïðè |V12| � |E1−E2| ðàñùåïëåíèå óðîâíåé áóäåò ëèíåéíûì ïî ýëåêòðè÷å-
ñêîìó ïîëþ è |c1| = |c2| = 1/

√
2. Åñëè ôàçû âîëíîâûõ ôóíêöèé âûáðàòü òàê,

÷òîáû ìàòðè÷íûé ýëåìåíò V12 áûë âåùåñòâåííûì, òî ïðè |V12| � |E1 − E2|
áóäåò c1 = ±c2.
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ÐÀÇÄÅË 26. ÀÒÎÌ Â ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

Êàê óæå ãîâîðèëîñü ïðè îáñóæäåíèè ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû, âçàèìî-
äåéñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ýëåêòðîíîì â ëèíåéíîì ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ
ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

δĤ1 = − e

2mec
(A · p̂+ p̂ ·A+ ~σ ·H) = − e~

2mec
(l̂ + 2ŝ) ·H , (250)

ãäå äëÿ îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìû èñïîëüçîâàëè ïðåäñòàâëåíèå A â
âèäå

A =
1

2
[H× r] .

Äëÿ ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà

δĤ1 = − e~
2mec

(L̂+ 2Ŝ) ·H , (251)

ãäå L̂ =
∑

i l̂i � îïåðàòîð ïîëíîãî îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíîâ àòîìà,

à Ŝ =
∑

i ŝi � îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíà ýëåêòðîíîâ àòîìà.
Åñëè µBH � α2Ry (èíòåðâàë òîíêîé ñòðóêòóðû), ò. å.

H � H0 = α
|e|
a2
B

= 1,25 · 105 Ãñ,

òî òîíêîé ñòðóêòóðîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è áóäåò îòäåëüíî ñîõðàíÿòüñÿ Lz è
Sz, ãäå çà îñü z âûáðàíî íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîïðàâêà
ê ýíåðãèè áóäåò ðàâíà

δE = − e~
2mec

(Lz + 2Sz)H . (252)

Ýòî òàê íàçûâàåìûé íîðìàëüíûé ýôôåêò Çååìàíà.
Â ñëàáîì ïîëå H � H0 îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì

íàäî óñðåäíèòü ïî ñîñòîÿíèþ ñ îïðåäåë¼ííûìè L, S, J . Âîñïîëüçîâàâøèñü
âåêòîðíîé òåîðåìîé, íàõîäèì

δE = − e~
2mec

gH Jz ,

g = 1 +
〈Ŝ · Ĵ〉
J(J + 1)

= 1 +
J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1)

2J(J + 1)
.

(253)

Ìíîæèòåëü g íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì Ëàíäå, à ñäâèã ýíåðãèè â ñëàáîì ìàã-
íèòíîì ïîëå íàçûâàåòñÿ àíîìàëüíûì ýôôåêòîì Çååìàíà. Êîãäà H ∼ H0,
òî âçàèìîäåéñòâèå ñ ìàãíèòíûì ïîëåì íàäî ó÷èòûâàòü îäíîâðåìåííî ñ òîí-
êîé ñòðóêòóðîé, ò. å. ïèñàòü ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîïðàâêà ê
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ýíåðãèè ïåðåñòà¼ò çàâèñåòü ëèíåéíî îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòî òàê íàçûâàåìûé
ýôôåêò Ïàøåíà � Áàêà.

Åñëè L = S = J = 0, òî ðàáîòàåò êâàäðàòè÷íûé ïî ïîëþ ÷ëåí â ãàìèëü-
òîíèàíå

δĤ2 =
e2

2mec2
A2 =

e2

8mec2
[r ×H]2 .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ïîëîæèòåëüíà è êâàäðàòè÷íà ïî ïîëþ
(äèàìàãíåòèçì):

δE =
e2H2

12mec2

〈∑
a

r2
a

〉
.

Åñëè L = S 6= 0, íî J = 0, òî ðàáîòàåò ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ïî δĤ1, ãäå
îñíîâíîé âêëàä äà¼ò ñóììà ïî èíòåðâàëàì òîíêîé ñòðóêòóðû. Â ðåçóëüòàòå
ïîïðàâêà ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò îòðèöàòåëüíà è êâàäðàòè÷íà
ïî ïîëþ (ïàðàìàãíåòèçì).
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ÐÀÇÄÅË 27. ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÀß ÒÅÎÐÈß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí âèäà

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (x, t) ,

ãäå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè âîçìóùåíèå V̂ (x, t) ìîæåò îáëàäàòü ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:
1. V̂ (x, t)→ 0 ïðè t→ ±∞ ;

2. V̂ (x, t)→ 0 ïðè t→ −∞ è V̂ (x, t)→ U(x) 6= 0 ïðè t→ +∞ ;

3. V̂ (x, t) ìãíîâåííî âêëþ÷àåòñÿ, íî íå âûêëþ÷àåòñÿ (âíåçàïíîå âîçìóùå-
íèå);

4. V̂ (x, t) î÷åíü ìåäëåííî âêëþ÷àåòñÿ è âûêëþ÷àåòñÿ (àäèàáàòè÷åñêîå âîç-
ìóùåíèå);

5. V̂ (x, t) î÷åíü ìåäëåííî âêëþ÷àåòñÿ, íî íå âûêëþ÷àåòñÿ (àäèàáàòè÷åñêîå
âîçìóùåíèå);

6. V̂ (x, t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìû çíàåì âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψk(x) è

ñîîòâåòñòâóþùèå ýíåðãèè Ek íåâîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0.

27.1. Ñëó÷àé âîçìóùåíèÿ V̂ (x, t)→ 0 ïðè t→ ±∞
Ïóñòü ïðè t → −∞ ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ψk(x). Íàäî íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè t → +∞ ÷àñòèöà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè
ψn(x). Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëíîòîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0,
çàïèøåì ðåøåíèå Ψ(x, t) óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = [Ĥ0 + V̂ (x, t)]Ψ(x, t)

â âèäå

Ψ(x, t) =
∑
m

e−iEmt/~am(t)ψm(x) . (254)

Ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, óìíîæèì ñëåâà íà
ψ∗n(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî dx, âîñïîëüçîâàâøèñü îðòîãîíàëüíîñòüþ âîëíî-
âûõ ôóíêöèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

i~ȧn =
∑
m

Vnm(t) eiωnmt am ,

ωnm =
1

~
(En − Em) , Vnm(t) =

∫
ψ∗n(x)V̂ (x, t)ψm(x) dx .

(255)
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Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé äîñòàòî÷íî â ñóììå ïîm îñòàâèòü îäíî
ñëàãàåìîå ñ m = k, ïîñêîëüêó ak ≈ 1 è |am| � 1 ïðè m 6= k. Ïîñëå ýòîãî
èìååì

an(t) =
1

i~

∫ t

−∞
Vnk(t

′) eiωnkt
′
dt′ . (256)

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà Wnk èç ñîñòîÿíèÿ ñ íîìåðîì k â ñîñòîÿíèå ñ
íîìåðîì n ðàâíà

Wnk = |an(∞)|2 =
1

~2

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

Vnk(t) e
iωnkt dt

∣∣∣∣2 . (257)

Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ýòîé ôîðìóëû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïóñòü V (x, t) = U(x) exp(−|t|/τ). Òîãäà äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà íàõîäèì
(ïðîâåðüòå)

Wnk =
|Unk|2

~2
· 4τ 2

(1 + ω2
nkτ

2)2
.

Ýòà ôîðìóëà ïðèìåíèìà, êîãäà Wnk � 1. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ è ïðè τ → 0, è ïðè τ → ∞. Ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå
ñâÿçàí ñ ïåðåäà÷åé èìïóëüñà ñèñòåìå. Ïðè îãðàíè÷åííîì ïîòåíöèàëå è ìàëîì
âðåìåíè τ âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó, ïåðåäà÷à èìïóëüñà è, ñîîòâåòñòâåííî, âå-
ðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðè ìåäëåííîì âêëþ÷åíèè è âûêëþ-
÷åíèè âîçìóùåíèÿ (áîëüøîå âðåìÿ τ ) âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ïðîèñõîäèò
àäèàáàòè÷åñêè, è ïåðåõîäû íå ïðîèñõîäÿò. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà, êîãäà τ ∼ 1/ωnk. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáùèì è íå çàâèñèò
îò êîíêðåòíîãî âèäà âîçìóùåíèÿ.

27.2. Ñëó÷àé âîçìóùåíèÿ V̂ (x, t)→ 0 ïðè t→ −∞ è

V̂ (x, t)→ U(x) 6= 0 ïðè t→∞
Ìû áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ∂V̂ (x, t)/∂t → 0 ïðè t → ∞ . Â ýòîì ñëó-

÷àå çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê. Ïóñòü ïðè t→ −∞ ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè
ψk(x), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0. Íàäî íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè t→ +∞ ÷àñòèöà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè
ψ̃n(x), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 + U(x).
Ñ÷èòàÿ âîçìóùåíèå U(x) ìàëûì, çàïèøåì ψ̃n(x) â ïåðâîì ïîðÿäêå ñòàöèî-
íàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé â âèäå

ψ̃n(x) = ψn(x) +
∑
m 6=n

ψm(x)
Umn

En − Em
.

Ïîýòîìó ∫
dx ψ̃∗n(x)Ψ(x, t) = e−iEnt/~an(t) +

Unk
En − Ek

e−iEkt/~ , (258)
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ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî Unk = U ∗kn. Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (256), èñïîëüçóÿ èíòåãðè-
ðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

an(t) = − Vnk(t)

En − Ek
eiωnkt/~ +

1

En − Ek

∫ t

−∞

∂Vnk(t
′)

∂t′
eiωnkt

′
dt′ . (259)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìóëó (258) è óñòðåìëÿÿ t→∞, íàõîäèì
âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà

Wnk = |an(∞)|2 =
1

(~ωnk)2

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

∂Vnk(t)

∂t
eiωnkt dt

∣∣∣∣2 . (260)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è â ïåðâîì, è âî âòîðîì ñëó÷àå.
Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå V̂ (x, t) = U(x) (1− e−t/τ) θ(t). Èñïîëüçóÿ ïîëó-

÷åííóþ ôîðìóëó, ïîëó÷àåì

Wnk =
|Unk|2

(~ωnk)2
· 1

(1 + ω2
nkτ

2)
.

Ïî-ïðåæíåìó, ïðè τ →∞ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îáðàùàåòñÿ â íîëü (àäèàáà-
òè÷åñêîå âîçìóùåíèå). Îäíàêî, ïðè τ = 0 âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà íå îáðàùà-
åòñÿ â íîëü, òàê êàê âîçìóùåíèå ìãíîâåííî âêëþ÷àåòñÿ, íî íå âûêëþ÷àåòñÿ:

Wnk =
|Unk|2

(~ωnk)2
.

Ýòó ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëàáîãî, áûñòðî âêëþ÷àåìîãî âîçìóùåíèÿ
(τ |ωnk| � 1), ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü èç (260), åñëè â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðà-
æåíèè çàìåíèòü ýêñïîíåíòó íà åäèíèöó.

27.3. Ñëó÷àé âîçìóùåíèÿ, êîòîðîå âêëþ÷àåòñÿ

ìãíîâåííî, íî íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïîäõîä. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìû çíàåì âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψn(x) ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà ïðè
t < 0 è âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ξn(x) ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà ïðè t > 0.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ðàâíà

Wnk =

∣∣∣∣∫ dxΞ∗n(x)Ψk(x)

∣∣∣∣2 .
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü àòîì âîäîðîäà ñ ýëåêòðî-
íîì â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v è îñòàíàâëèâàåòñÿ â ìî-
ìåíò âðåìåíè t = 0. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýëåêòðîí îñòàíåòñÿ â îñ-
íîâíîì ñîñòîÿíèè. Êàê ñëåäóåò èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
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Øðåäèíãåðà, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà ïðè t < 0 â äâèæóùåìñÿ àòîìå
ðàâíà

Ψ(r) = ψ0(r) exp(ik · r) , k = mv/~ ,
à ïðè t > 0 â ïîêîÿùåìñÿ àòîìå ðàâíà

ψ0(r) =
1

√
πa

3/2
B

exp(−r/aB) .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ âåðîÿòíîñòè îñòàòüñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè íàõîäèì

W =

∣∣∣∣∫ d3r
1

πa3
B

exp(−2r/aB + ik · r)

∣∣∣∣2 =
1

(1 + k2a2
B/4)4

.

27.4. Àäèàáàòè÷åñêèå ïåðåõîäû

Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíåíèå ãàìèëüòîíèàíà íå ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì, à ïðîèç-
âîäíàÿ ãàìèëüòîíèàíà ïî âðåìåíè ìàëà (êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè îáñóäèì
íèæå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψn(x, t) è ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ En(t) çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ãàìèëüòî-
íèàíà Ĥ(x, t),

Ĥ(x, t)ψm(x, t) = Em(t)ψm(x, t) . (261)

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè ôóíêöèÿ Em(t) íå ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé
ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t.

Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü îòñóòñòâèå âûðîæäåíèÿ. Ïîäñòàâèì â óðàâ-
íåíèå Øðåäèíãåðà

i~∂Ψ(x, t)/∂t = Ĥ(x, t)Ψ(x, t)

ðåøåíèå Ψ(x, t), çàïèñàííîå â âèäå

Ψ(x, t) =
∑
m

am(t) exp

[
−i
∫ t

0

Em(t′)dt′/~
]
ψm(x, t) ,

óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà ψ∗n(x, t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî dx, ïîëó÷èì

ȧn = −
∑
m

exp

[
i

∫ t

0

ωnm(t′)dt′
] [∫

dxψ∗n(x, t)
∂

∂t
ψm(x, t)

]
am(t) ,

ãäå ωnm(t) = [En(t)− Em(t)]/~. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (261) ïî âðåìåíè, óìíî-
æèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà ψ∗n(x, t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî dx, ïîëó÷èì∫

dxψ∗n(x, t)
∂

∂t
ψm(x, t) = − Ḣnm

~ωnm(t)
,

Ḣnm =

∫
dxψ∗n(x, t)[

∂

∂t
Ĥ(x, t)]ψm(x, t) .

(262)
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî ak = 1 ïðè t → −∞ è âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìàëû, ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå íà an(t) â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

ȧn =
Ḣnk

~ωnk(t)
exp

[
i

∫ t

0

ωnk(t
′)dt′

]
.

Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà íàõîäèì

Wnk =

∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞

dt
Ḣnk

~ωnk(t)
exp

[
i

∫ t

0

ωnk(t
′)dt′

]∣∣∣∣∣
2

. (263)

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà, åñëè Wnk � 1. Âèäíî, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè âåëè÷èíà ωnk(t) íå äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íîëü. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åí-

íàÿ ôîðìóëà (263) ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âîçìóùåíèå V̂ (x, t)
àäèàáàòè÷åñêè âêëþ÷àåòñÿ, íî íå âûêëþ÷àåòñÿ.

Çàäà÷à 27.1. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé îñöèëëÿòîð â îäíîðîäíîì çàâè-
ñÿùåì îò âðåìåíè ïîëå:

Ĥ =
p̂2

2m
+
mΩ2x2

2
− F (t)x , F (t) = F0

t τ

t2 + τ 2
.

Èñïîëüçóÿ (263), ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà, êîòî-
ðûé ïðè t→ −∞ íàõîäèëñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, ðàâíà

W =
1

2m~Ω

(
πF0τ e

−Ωτ
)2
.

27.5. Ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå

Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå âèäà

V̂ (x, t) = U(x)e−iνt + U ∗(x)eiνt .

Òîãäà èç (256) íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû ïåðåõîäà

an(∞) =
2π

i~
[Unkδ(ωnk − ν) + U ∗nkδ(ωnk + ν)] (264)

è äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

Wnk =
2πT

~2

[
|Unk|2 δ(ωnk − ν) + |Unk|2 δ(ωnk + ν)

]
. (265)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî δ2(Ω) = δ(Ω)δ(0) è 2πδ(0) = T , ãäå T � ïîëíûé èíòåðâàë
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîçìóùåíèè íóæ-
íî ãîâîðèòü íå î ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà, à î âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â
åäèíèöó âðåìåíè, Ẇnk = Wnk/T :

Ẇnk =
2π

~

[
|Unk|2 δ(En − Ek − ~ν) + |Unk|2 δ(En − Ek + ~ν)

]
. (266)
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Àðãóìåíòû δ-ôóíêöèé îòâå÷àþò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ïðîöåññå ïîãëî-
ùåíèÿ êâàíòà (ïåðâîå ñëàãàåìîå) èëè èçëó÷åíèÿ êâàíòà (âòîðîå ñëàãàåìîå).
Ôîðìóëà (266) íàçûâàåòñÿ ¾çîëîòûì ïðàâèëîì Ôåðìè¿. Â îáùåì ñëó÷àå, êî-
ãäà ïåðåõîä èä¼ò â ñîñòîÿíèå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
(266) íàäî óìíîæèòü íà ïëîòíîñòü êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé

dρ =
d3p V

(2π~)3

íà êàæäóþ ÷àñòèöó â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè. Çäåñü V
� íîðìèðîâî÷íûé îáú¼ì, p � èìïóëüñ ÷àñòèöû íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.
Êàæäàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà (êàê â êîíå÷íîì, òàê è â
íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè), íîðìèðîâàííàÿ íà îäíó ÷àñòèöó â îáú¼ìå V , äîëæ-
íà ñîäåðæàòü ìíîæèòåëü 1/

√
V . Åñëè âû÷èñëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè îñìûñëåííàÿ

âåëè÷èíà, òî íîðìèðîâî÷íûé îáú¼ì V â îòâåòå äîëæåí ñîêðàòèòüñÿ. Ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ôåðìè.

27.6. Ôîòîýôôåêò

Ðàññìîòðèì àòîì âîäîðîäà ñ ýëåêòðîíîì â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïîä äåé-
ñòâèåì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, îïèñûâàåìîé âåêòîð-ïîòåíöèàëîì A(r, t):

A(r, t) = A0e
−iωt+ik·r +A∗0e

iωt−ik·r , A0 · k = 0 , ω = ck .

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âåðîÿòíîñòü âûëåòà ýëåêòðîíà èç àòîìà â åäèíèöó
âðåìåíè (ôîòîýôôåêò). Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà

mc2 � ~ω � e2/aB .

Òîãäà ýíåðãèÿ âûëåòåâøåãî ýëåêòðîíà p2/(2m) = ~ω − Ry ≈ ~ω è ñêîðîñòü
v = p/m � e2/~, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé
ïî êóëîíîâñêîìó ïîëþ äëÿ ýëåêòðîíà â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè. Ïîýòîìó ýëåê-
òðîí â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ìîæíî îïèñûâàòü ïëîñêîé âîëíîé
ψp(r) = exp(ip · r/~)/

√
V . Çàìåòèì, ÷òî

p

~k
≈
√

2m~ω
(~ω/c)

=

√
2mc2

~ω
� 1.

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ôåðìè äëÿ âîçìóùåíèÿ U = −e/(mc)A·(−i~∇), íàõîäèì

dẆ =
2π

~

∣∣∣∣∫ d3r
e−ip·r/~√

V

e

mc
A0 · P̂ ψ0(r)

∣∣∣∣2 δ( p2

2m
− ~ω

)
d3p V

(2π~)3
, (267)

ãäå P̂ � îïåðàòîð èìïóëüñà. Â àðãóìåíòå äåëüòà-ôóíêöèè è â ìàòðè÷íîì
ýëåìåíòå ìû ó÷ëè, ÷òî, ñîîòâåòñòâåííî, ~ω � |E0| è ~k � p. Âèäíî, ÷òî
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íîðìèðîâî÷íûé îáú¼ì V , êàê è äîëæíî áûòü, ñîêðàùàåòñÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ
ýðìèòîâîñòüþ îïåðàòîðà P è ïîäåéñòâóåì èì íàëåâî íà ïëîñêóþ âîëíó. Êðî-
ìå òîãî, ïðåäñòàâèì d3p â âèäå

d3p = p2 dp dΩp = mpd

(
p2

2m

)
dΩp ,

ãäå dΩp � òåëåñíûé óãîë èìïóëüñà âûëåòåâøåãî ýëåêòðîíà, è âîçüì¼ì èíòå-
ãðàë ïî ýíåðãèè âûëåòåâøåãî ýëåêòðîíà. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåì ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò è ïîëó÷àåì

dẆ =
2πmp dΩp
~(2π~)3

∣∣∣∣∣ 8e

mc
A0 · p

√
π a3

B

(
~
paB

)4
∣∣∣∣∣
2

=
64

π
ω0
|n · E0|2a3

B

~ω

(ω0

ω

)7/2

dΩp ,

ãäå ω0 = Ry/~ è E0 = iωA0/c, p =
√

2m~ω, n = p/p. Âåëè÷èíà Ẇ ñâÿçàíà ñ
ñå÷åíèåì ôîòîýôôåêòà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

dẆ = j dσ , j =
S

~ω
, S =

c

4π
|E2| = c

2π
|E0|2 ,

ãäå S � ìîäóëü âåêòîðà Ïîéíòèíãà (ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ) íàëåòàþùåé íà àòîì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî è ïîëíîãî ñå÷åíèé:

dσ = 64α a2
B

(ω0

ω

)7/2 |n · E0|2

|E0|2
dΩp , σ =

256π

3
α a2

B

(ω0

ω

)7/2

.

27.7. Ïðàâèëî Ôåðìè è ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â áîðíîâñêîì

ïðèáëèæåíèè

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå U(r) êàê
ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà â ñîñòîÿíèå íåïðåðûâíîãî ñïåê-
òðà. Ïî ïðàâèëó Ôåðìè

dẆ =
2π

~

∣∣∣∣∫ d3r
e−ip2·r/~√

V
U(r)

eip1·r/~√
V

∣∣∣∣2 d3p2 V

(2π~)3
δ

(
p2

2

2m
− p2

1

2m

)
=

=
mp2

V (2π)2~4
|Uq|2 dΩp2 , Uq =

∫
d3r e−iq·rU(r) , q =

p2 − p1

~
.

(268)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò íå âåðîÿòíîñòü dẆ , êîòîðàÿ ñîäåðæèò ôèêòèâíûé
îáú¼ì V , à ñå÷åíèå dσ, êîòîðîå ñâÿçàíî ñ dẆ ñîîòíîøåíèåì

dσ =
dẆ

j
, j = ρv1 =

p1

mV
, p1 = p2 .
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

dσ =
∣∣∣ m
2π~2

Uq

∣∣∣2 dΩp2 .

Âèäíî, ÷òî m/(2π~2)Uq ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ àìïëèòóäîé ðàññå-
ÿíèÿ f(q). Äëÿ ðàññåÿíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ Uq = −4π e2/q2.

Èñïîëüçîâàíèå ïðàâèëà Ôåðìè òàêæå î÷åíü óäîáíî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñå÷å-
íèÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, êîãäà àòîì ïîñëå ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà ïåðåõîäèò
â âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðàññåÿíèå ýëåêòðîíà íà
àòîìå âîäîðîäà, íàõîäÿùåìñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, ñ ïåðåõîäîì â âîçáóæ-
ä¼ííîå ñîñòîÿíèå. Â ýòîì ñëó÷àå

dẆ =
2π

~

∣∣∣∣∫∫ d3Rd3r
e−ip2·R/~√

V
ψ∗2(r)

e2

|r −R|
eip1·R/~√

V
ψ1(r)

∣∣∣∣2×
× d3p2 V

(2π~)3
δ

(
E2 +

p2
2

2m
− E1 −

p2
1

2m

)
=

mp2

V (2π)2~4
|Uq|2 |Fq|2 dΩp2 ,

Uq =
4πe2

q2
, Fq =

∫
d3r e−iq·rψ∗2(r)ψ1(r) , q =

p2 − p1

~
.

(269)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ê âîçáóæäåíèþ àòîìíîãî ýëåêòðîíà ìîæåò ïðèâåñòè òîëüêî
ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå, à âçàèìîäåéñòâèå íàëåòàþùåãî ýëåê-
òðîíà ñ ÿäðîì íå ìîæåò. Âåëè÷èíà Fq íàçûâàåòñÿ íåóïðóãèì ôîðìôàêòîðîì.
Òàê êàê p2 6= p1, òî q íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íîëü. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå q
äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàññåÿíèè íà íóëåâîé óãîë. Äàëåå âû÷èñëÿåì ïðîñòîé èíòå-
ãðàë ïî d3R (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà). Â ðåçóëüòàòå
äëÿ ñå÷åíèÿ dσ = dẆ/j íàõîäèì

dσ =
4p2

p1a2
Bq

4
|Fq|2 dΩp2 .

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ôåðìè, ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ðàññåÿíèÿ â ðåëÿ-
òèâèñòñêîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì ε2 = c2p2 +m2c4,
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû p dp = ε dε/c2. Êðîìå
òîãî, j = ρv = pc2/(εV ). Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ïîëó÷àåì

dσ =
∣∣∣ ε

2π~2c2
Uq

∣∣∣2 |u+
2 u1|2 dΩp2 ,

ãäå u1 è u2 � äèðàêîâñêèå ñïèíîðû, ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî
ñîñòîÿíèÿ, íîðìèðîâàííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u+
2 u2 = u+

1 u1 = 1.

Çàäà÷à 27.2. Ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà R = |u+
2 u1|2, óñðåäí¼ííàÿ ïî ñïè-

íàì íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà è ïðîñóììèðîâàííàÿ ïî ñïèíàì êîíå÷íîãî ýëåê-
òðîíà, ðàâíà

R = 1− v2

c2
sin2(θ/2) ,
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ãäå θ � óãîë ðàññåÿíèÿ. Ïîêàçàòü, ÷òî îòâåò íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïðîñóììèðî-
âàòü ïî ñïèíàì êîíå÷íîãî ýëåêòðîíà, íî íå óñðåäíÿòü ïî ñïèíàì íà÷àëüíîãî.
Âèäíî, ÷òî ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íàçàä (θ = π) ïîäàâëåíî äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ
÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 êàê 1/γ2 ïî ñðàâíåíèþ ñ ñå÷åíèåì äëÿ ÷àñòèö ñ íóëåâûì
ñïèíîì, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëü R.

Ïîäàâëåíèå 1/γ2 ïðè ðàññåÿíèè íàçàä ñâÿçàíî ñ ñîõðàíåíèåì ñïèðàëü-
íîñòè â ðàññåÿíèè ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî íàëåòàþùèé
ýëåêòðîí èìååò, íàïðèìåð, ïîëîæèòåëüíóþ ñïèðàëüíîñòü, ò. å. ñïèí ýëåêòðî-
íà íàïðàâëåí ïî åãî èìïóëüñó. Òîãäà Jz = 1/2, òàê êàê lz = 0. Ïîñêîëüêó
ïðîåêöèÿ ïîëíîãî ìîìåíòà íà îñü z ñîõðàíÿåòñÿ, òî ïðè ðàññåÿíèè íàçàä
âåëè÷èíà sz ïî-ïðåæíåìó ðàâíà 1/2 (ïðîåêöèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íà íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ðàâíà íóëþ). Òî åñòü ñïèðàëüíîñòü êîíå÷íîãî ýëåêòðîíà
ñòàëà îòðèöàòåëüíîé! Òàê êàê àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ñ èçìåíåíèåì ñïèðàëü-
íîñòè ïîäàâëåíà êàê 1/γ, òî âåðîÿòíîñòü ïîäàâëåíà êàê 1/γ2.

27.8. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå
A0 = 0, divA = 0, îïèñûâàåìîå âåêòîð-ïîòåíöèàëîì A(r, t). Êàê ìû çíàåì,
ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà

E =

∫
d3r
E2 +H2

8π
, E = −1

c

∂

∂t
A , H =∇×A . (270)

Ïåðåéä¼ì îò A(r, t) ê ôóðüå-ãàðìîíèêå Ak(t), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
ïîïåðå÷íîñòè k ·Ak(t) = 0 è ïîä÷èíÿþùåéñÿ âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∂2

∂t2
Ak(t) + ω2

kAk(t) = 0 , ωk = ck .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ìîäà êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò ãàðìîíè÷åñêîìó îñ-
öèëëÿòîðó ñ ÷àñòîòîé ωk, ïðè÷¼ì â óðàâíåíèè (270) E2 = Ȧ2

k(t)/c
2 èãðà-

åò ðîëü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, à H2 = k2A2
k(t) èãðàåò ðîëü ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè. Êàê ìû çíàåì, ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð óäîáíî ðàññìàòðèâàòü â
òåðìèíàõ ïîíèæàþùåãî (â) è ïîâûøàþùåãî (â+) îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèÿì

[â, â+] = 1 , â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , â+ |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 ,

â+â |n〉 = n |n〉 , Ĥ = ~ω(â+â+ 1/2) .
(271)

Ïîíèæàþùèå âk,λ è ïîâûøàþùèå â+
k,λ îïåðàòîðû äëÿ ôîòîíîâ íàçûâàþòñÿ

îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ ôîòîíîâ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k è
ïîëÿðèçàöèåé ek,λ, èíäåêñ λ = ±1 íóìåðóåò äâå âîçìîæíûå ïîëÿðèçàöèè,
ïåðïåíäèêóëÿðíûå k. Ôóíêöèÿ |nk,λ〉 îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñ nk,λ ôîòîíà-
ìè ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k è ïîëÿðèçàöèåé ek,λ. Âåêòîðû ek,λ ìîãóò áûòü
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êàê âåùåñòâåííûìè, åñëè â êà÷åñòâå áàçèñà âûáðàíû ëèíåéíûå ïîëÿðèçàöèè
ôîòîíîâ, òàê è êîìïëåêñíûìè, åñëè â êà÷åñòâå áàçèñà âûáðàíû öèðêóëÿð-
íûå ïîëÿðèçàöèè ôîòîíîâ. Â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ
âåêòîð-ïîòåíöèàë Â(r, t) èìååò âèä

Â(r, t) =
∑
λ=±1

∫
V d3k

(2π)3
Nk

[
âk,λek,λ e

−iωkt+ik·r + â+
k,λe

∗
k,λ e

iωkt−ik·r
]
. (272)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ ÷èñëàìè çàïîëíå-
íèÿ nk,λ, ãäå nk,λ ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì óðîâíÿ îñöèëëÿòîðà, íóìåðóåìîãî ÷èñëà-
ìè k è λ. Èíà÷å ãîâîðÿ, âåëè÷èíà nk,λ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ôîòîíîâ ñ âîëíîâûì
âåêòîðîì k è ïîëÿðèçàöèåé λ. Ïîñêîëüêó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ îò âðåìåíè íå çàâèñèò, ò. å.
ÿâëÿåòñÿ ãåéçåíáåðãîâñêîé âîëíîâîé ôóíêöèåé, òî îïåðàòîð (272) ÿâëÿåòñÿ
ãåéçåíáåðãîâñêèì îïåðàòîðîì.

Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò Nk îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ãà-
ìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèä

Ĥ =
∑
λ=±1

∫
V d3k

(2π)3
~ωk(â+

k,λâk,λ + 1/2),

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñóììå ïî k è λ îñöèëëÿòîðíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, âûðà-
æåííûõ ÷åðåç ïîâûøàþùèé è ïîíèæàþùèé îïåðàòîðû (îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ
è óíè÷òîæåíèÿ ôîòîíà), ñì. (271).

Èñïîëüçóÿ (270), íàõîäèì

Nk =

√
2π~c2

ωk V
. (273)

ÊîýôôèöèåíòNk ñîäåðæèò íîðìèðîâî÷íûé îáú¼ì V , îäíàêî, êàê óæå ãîâîðè-
ëîñü, îáúåì äîëæåí ñîêðàùàòüñÿ âî âñåõ îñìûñëåííûõ îòâåòàõ. Âûðàæåíèÿ
äëÿ êâàíòîâàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ðàâíû

Ê(r, t)=
i

c

∑
λ=±1

∫
V d3k

(2π)3
Nk ωk

[
âk,λek,λ e

−iωkt+ik·r − â+
k,λe

∗
k,λ e

iωkt−ik·r
]
,

Ĥ(r, t)= i
∑
λ=±1

∫
V d3k

(2π)3
Nk

{
âk,λ[k × ek,λ] e−iωkt+ik·r − â+

k,λ[k × e
∗
k,λ] e

iωkt−ik·r
}
.

Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ êâàíòîâàííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì
ïîëåì ðàâåí

δĤ = − e

mec

(
Â(r, t) · p̂+ ~ŝ · Ĥ(r, t)

)
+

e2

2mec2
Â2(r, t) . (274)

175



Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïåðàòîðà ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ëþáûõ ïðîöåññîâ
ñ ó÷àñòèåì ôîòîíîâ â ñëó÷àå, êîãäà ýëåêòðîí ìîæíî ñ÷èòàòü íåðåëÿòèâèñò-
ñêèì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â âûðàæåíèè (274) äëÿ δĤ îïåðàòîð

Â(r, t) ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè, ñì. (272). Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âðåìåííóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé. Ïðè ýòîì
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëàìè
ôîòîíîâ nk,λ, îò âðåìåíè íå çàâèñèò. Åñëè îïóñòèòü â âûðàæåíèÿõ Â(r, t),

Ê(r, t) è Ĥ(r, t) çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ, òî â âîë-
íîâóþ ôóíêöèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî äîáàâèòü ìíîæèòåëü∏
k,λ exp [−i(nk,λ + 1/2)ωk,λt]. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû

ñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé.
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ÐÀÇÄÅË 28. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÂÎËÍ

Ðàññìîòðèì ðàäèàöèîííûé ïåðåõîä ìåæäó àòîìíûìè óðîâíÿìè ñ èçëó÷å-
íèåì ôîòîíà ñ ÷àñòîòîé ω. Åñëè ïåðåõîä èä¼ò ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ ðàçíûìè
ãëàâíûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè, òî kr â âåêòîð-ïîòåíöèàëå ìîæíî îöåíèòü
êàê

kr = ωr/c ∼ Ry aB/(~c) ∼ (e2/aB)aB/(~c) ∼ e2/(~c) = α� 1 .

Ïîýòîìó ýêñïîíåíòó â âåêòîð-ïîòåíöèàëå ìîæíî ðàçëàãàòü ïî kr. Êîëè÷åñòâî
÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ïî kr, êîòîðûå íåîáõîäèìî óäåðæàòü, çàâèñèò îò êîíêðåò-
íûõ ïåðåõîäîâ.

28.1. Ýëåêòðè÷åñêîå äèïîëüíîå èçëó÷åíèå

Çàìåíèâ ýêñïîíåíòó íà åäèíèöó, ïîëó÷àåì èç ïðàâèëà Ôåðìè

dẆ =
2π

~

∣∣∣∣ emc
∫
d3r ψ∗2(r)e∗k,λ · p̂ψ1(r)

∣∣∣∣2 2π~c2

ωV
δ(~ω − ~ω0)

d3k V

(2π)3
, (275)

ãäå ~ω0 = E1 − E2. Çäåñü E1 è E2 � ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëüíîãî è
êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå, îïèñûâàåìîãî âîëíîâûìè ôóíêöèÿ-
ìè ψ1(r) è ψ2(r). Âèäíî, ÷òî íîðìèðîâî÷íûé îáú¼ì ñîêðàùàåòñÿ. Çàìåíÿåì
d3k íà ω2 dω dΩk/c

3 è èíòåãðèðóåì ïî ω. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåì îïåðàòîðíîå
ñîîòíîøåíèå

p̂

m
=
i

~
[Ĥ, r] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

dẆ =
ω3

0

2π~c3

∣∣e∗k,λ · d21

∣∣2 dΩk, d21 = e

∫
d3r ψ∗2(r) r ψ1(r) . (276)

Çàäà÷à 28.1. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè óñðåäíèòü dẆ ïî ïðîåêöèÿì óãëîâîãî
ìîìåíòà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è ïðîñóììèðîâàòü ïî ïðîåêöèÿì óãëîâîãî ìî-
ìåíòà êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, òî óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå âûëåòåâøèõ ôîòîíîâ
áóäåò èçîòðîïíî. Îíî íå áóäåò çàâèñåòü îò ïîëÿðèçàöèè ôîòîíà è áóäåò ðàâíî

dẆ =
ω3

0 e
2

6π~c3(2l1 + 1)
|r21|2 [l1 δl1, l2+1 + l2 δl2, l1+1] dΩk ,

r21 =

∫ ∞
0

R2(r)R1(r)r
3 dr .

(277)

Çäåñü R1(r) è R2(r) � ðàäèàëüíûå ôóíêöèè íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿ-
íèé ñ óãëîâûìè ìîìåíòàìè l1 è l2, ñîîòâåòñòâåííî. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ
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ñîîòíîøåíèÿìè

l∑
m=−l

Y ∗lm(n)Ylm(n′) =
2l + 1

4π
Pl(n · n′),

x Pl(x) =
(l + 1)Pl+1(x) + l Pl−1(x)

2l + 1
.

(278)

Çäåñü Pl(x) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû∑

λ=1,2

e∗ak,λe
b
k,λ = δab − nanb , n = k/k ,

ïðîñóììèðóåì ïî äâóì ïîëÿðèçàöèÿì âûëåòåâøèõ ôîòîíîâ. Íàïîìíèì, ÷òî
ýòè ïîëÿðèçàöèè ïîïåðå÷íû âîëíîâîìó âåêòîðó k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

dẆ =
ω3

0

2π~c3
|n× d21|2 dΩk . (279)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî óãëàì âûëåòà ôîòîíà, íàõîäèì ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü
èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè

Ẇ =
4ω3

0

3~c3
|d21|2 . (280)

Ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìóþ ôîðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè ýëåêòðè÷åñêî-
ãî äèïîëüíîãî ïåðåõîäà. Ïîñêîëüêó d21 � ýòî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âåêòîðíîãî
îïåðàòîðà ñ îòðèöàòåëüíîé ÷¼òíîñòüþ, òî îí îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ïå-
ðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ îðáèòàëüíûé ìîìåíò l îòëè÷àåòñÿ
íà åäèíèöó, ò. å. ∆l = l2 − l1 = ±1. Íàïðèìåð, ïåðåõîä 2p → 1s. Ïðè ýòîì
∆J = ±1, 0. Íàïðèìåð, ïåðåõîäû 2p3/2 → 2s1/2 è 2p1/2 → 2s1/2.

Åñëè ïðîñóììèðîâàòü Ẇ ïî ïðîåêöèÿì m2 óãëîâîãî ìîìåíòà êîíå÷íîãî
ñîñòîÿíèÿ, òî ýòà ñóììà íå áóäåò çàâèñåòü îò ïðîåêöèè ìîìåíòà íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ:

l2∑
m2=−l2

Ẇ =
4ω3

0 e
2

3~c3(2l1 + 1)
|r21|2 [l1 δl1, l2+1 + l2 δl2, l1+1] ,

r21 =

∫ ∞
0

R2(r)R1(r)r
3 dr .

(281)

Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ dI ñâÿçàíà c dẆ ñîîòíîøåíèåì dI = ~ω0 dẆ .
Ôîðìóëà äëÿ dI íå ñîäåðæèò ïîñòîÿííîé Ïëàíêà è íàïîìèíàåò ôîðìóëó
êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå äèïîëüíîãî ìîìåíòà dω ñòîèò ìàòðè÷íûé ýëåìåíò d21 îïåðàòîðà
äèïîëüíîãî ìîìåíòà.
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Âðåìÿ æèçíè óðîâíÿ τ è øèðèíà óðîâíÿ Γ (å¼ ÷àñòî íàçûâàþò åñòåñòâåí-
íîé øèðèíîé ñïåêòðàëüíîé ëèíèè) ñâÿçàíû ñ Ẇ ñîîòíîøåíèÿìè

τ =
1

Ẇ
, Γ = ~ Ẇ .

Îöåíèì îòíîøåíèå Γ/(~ω0) äëÿ ïåðåõîäîâ ñ ~ω0 ∼ Ry ∼ e2/aB. Èìååì

Γ

~ω0
∼ ω2

0 e
2a2
B

~ c3
∼ e2a2

B

~ c3

(
e2

~aB

)2

∼ α3 .

28.2. Ìàãíèòíî-äèïîëüíûé è ýëåêòðè÷åñêèé

êâàäðóïîëüíûé ïåðåõîäû

Îáñóäèì òåïåðü, ÷òî äåëàòü, åñëè ∆l = 0 èëè ∆l = ±2. Â ýòîì ñëó-
÷àå ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò íå ðàáîòàåò. Äëÿ ∆l = 0 âêëàä äàþò
ìàãíèòíî-äèïîëüíûé ïåðåõîä è ýëåêòðè÷åñêèé êâàäðóïîëüíûé ïåðåõîä, à äëÿ
∆l = ±2 äà¼ò âêëàä òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèé êâàäðóïîëüíûé ïåðåõîä. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ,
ó÷ò¼ì ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû â âåêòîð-ïîòåíöèàëå ôîòîíà è
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

− i(k · r)(e∗k,λ · p̂) = − i
2
kae∗bk,λ

{
(rap̂b + p̂arb) + (rap̂b − p̂arb)

}
=

= kae∗bk,λ

{m
6~

[Ĥ, Q̂ab]− i~
2
εabnl̂n

}
=
m

6~
[Ĥ, Q̂abkae∗bk,λ]−

i~
2

[k × e∗k,λ] · l̂,

⇒ −mωk
6

Q̂abkae∗bk,λ −
i

2
~[k × e∗k,λ] · l̂ .

(282)

Çäåñü Ĥ � ãàìèëüòîíèàí, Q̂ab = 3rarb − δabr2 � îïåðàòîð êâàäðóïîëüíîãî
ìîìåíòà, l̂ � îïåðàòîð óãëîâîãî ìîìåíòà. Âûøå ìû ó÷ëè, ÷òî

δabkae∗bk,λ = 0 ,
p̂

m
=
i

~
[Ĥ, r] .

Çíàê ⇒ â (282) îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðû ñòàíîâÿòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðè
âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïî ñîñòîÿíèÿì ñ îïðåäåë¼ííûìè ýíåðãèÿ-
ìè. Ïåðâîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå Qab, îòâå÷àåò êâàäðóïîëüíîìó ïåðåõîäó,
à âòîðîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå l, îòâå÷àåò ìàãíèòíî-äèïîëüíîìó ïåðåõîäó.
Îòíîøåíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî êî âòîðîìó ìîæíî îöåíèòü êàê

mω a2
B

~
∼ ~ω

Ry
.

Ïîñêîëüêó âòîðîå ñëàãàåìîå ñîäåðæèò òîëüêî îïåðàòîð ìîìåíòà l̂, êîòîðûé
êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì l̂2, òî îíî íå ìîæåò èìåòü íåíóëåâûå ìàòðè÷íûå
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ýëåìåíòû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ ðàçíûìè îðáèòàëüíûìè ìîìåíòàìè è ðàçíû-
ìè ãëàâíûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè. Îíî âàæíî, â îñíîâíîì, äëÿ ïåðåõîäîâ
ìåæäó êîìïîíåíòàìè òîíêîé ñòðóêòóðû (íàïðèìåð, 2p3/2 → 2p1/2), äëÿ êîòî-
ðûõ ~ω/Ry ∼ α2. Äëÿ êâàäðóïîëüíîãî ïåðåõîäà ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà îòáîðà
∆l = ±2, 0, ò. å. ïåðåõîä ìîæåò èäòè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ ðàçíûìè ãëàâíû-
ìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè (íàïðèìåð, ïåðåõîäû 3p→ 2p èëè 3d→ 1s).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (274), íàõîäèì ïîïðàâêó ê ãàìèëüòîíèàíó, îòâå÷à-
þùóþ çà èçëó÷åíèå ôîòîíà ïðè ìàãíèòíî-äèïîëüíîì ïåðåõîäå

δĤ = iNk[k × e∗k,λ] · µ̂ , µ̂ =
e~

2mec
(l̂ + 2ŝ), Nk =

√
2π~c2

ωk V
. (283)

Èç ïðàâèëà Ôåðìè íàõîäèì

dẆ =
ω3
kdΩk

2π~c3

∣∣[n× e∗k,λ] · µ21

∣∣2 , n =
k

k
, µ21 =

∫
d3r ψ∗2(r) µ̂ψ1(r) . (284)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, ïðîñóììèðîâàííàÿ ïî ïîëÿðèçàöèÿì ôîòî-
íà, è ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíû

dẆ =
ω3
k

2π~c3
|n× µ21|2 dΩk , Ẇ =

4ω3
k

3~c3
|µ21|2 . (285)

Ýòè ôîðìóëû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôîðìóëàìè äëÿ ýëåêòðè÷åñêî-
ãî äèïîëüíîãî ïåðåõîäà ïîñëå çàìåíû µ21 → d21. Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî
îöåíêà µ21/d21 ∼ λC/aB ∼ α, ãäå λC = ~/(mc) � êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîë-
íû ýëåêòðîíà. Ïðèâåä¼ì äëÿ ñïðàâêè ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî
êâàäðóïîëüíîãî ïåðåõîäà

Ẇ =
e2ω5

k

90~c5
Qab

21Q
ab∗
21 , Qab

21 =

∫
d3r ψ∗2(r) Q̂ab ψ1(r) . (286)

Âèäíî, ÷òî ó ýëåêòðè÷åñêîãî êâàäðóïîëüíîãî ïåðåõîäà çàâèñèìîñòü âåðîÿò-
íîñòè îò ωk îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî è ìàãíèòíî-
äèïîëüíîãî ïåðåõîäîâ. Â ñëó÷àå, åñëè ~ωk ∼ Ry, âåðîÿòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî
êâàäðóïîëüíîãî ïåðåõîäà ìîæíî îöåíèòü êàê

Ẇ ∼ ωk
e2a4

B

~c5

(
e2

~aB

)4

∼ ωk α
5 ,

ò. å. îíà â ∼ α2 ðàç ìåíüøå âåðîÿòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî ïåðåõîäà.

28.3. Èíäóöèðîâàííîå èçëó÷åíèå

Ïóñòü íà àòîì ïàäàåò èçëó÷åíèå ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ïîòîêà
ýíåðãèè Ik λ è ïîëÿðèçàöèåé ek λ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

c ~ωk nk λ
d3k

(2π)3
= Ik λ dωk dΩk ,
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ãäå nk λ � ÷èñëî ôîòîíîâ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k è ïîëÿðèçàöèåé λ. Îòñþäà
ñëåäóåò ñâÿçü ìåæäó nk λ è Ik λ:

nk λ =
c2(2π)3

~ω3
k

Ik λ .

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî

â+
k λ |nk λ〉 =

√
nk λ + 1|nk λ + 1〉 ,

äëÿ âåðîÿòíîñòè â åäèíèöó âðåìåíè èñïóñêàíèÿ ñâåòà àòîìîì íàõîäèì

dẆR = (1 + nk λ) dẆ .

×ëåí ñ åäèíèöåé â ïðàâîé ÷àñòè îòâå÷àåò ñïîíòàííîìó èçëó÷åíèþ, êîòîðîå
ìû îáñóæäàëè âûøå, à ÷ëåí ñ nk λ îòâå÷àåò òàê íàçûâàåìîìó èíäóöèðîâàí-
íîìó èçëó÷åíèþ. Óñëîâèå nk λ � 1 îïðåäåëÿåò ïîðîã, ïðè êîòîðîì èíäóöèðî-
âàííîå èçëó÷åíèå äîìèíèðóåò íàä ñïîíòàííûì.

28.4. Ëýìáîâñêèé ñäâèã

Êàê ìû çíàåì, ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà ðàâíà ~ω/2.
Ïîýòîìó, äàæå åñëè nk λ = 0, ýíåðãèÿ ýòîé ìîäû êîëåáàíèé ðàâíà ~ωk λ/2
(òàê íàçûâàåìûå íóëåâûå êîëåáàíèÿ âàêóóìà). Ôèçèêà óñòðîåíà òàê, ÷òî â
îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ ýëåêòðîí íå îùóùàåò ýòè íóëåâûå êîëåáàíèÿ, à
âî âíåøíåì ïîëå ýòè íóëåâûå êîëåáàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñäâèãó óðîâíåé ýíåðãèè
ýëåêòðîíà â àòîìå (ëýìáîâñêèé ñäâèã). Äëÿ àòîìà âîäîðîäà ðàññìîòðèì âêëàä
â ëýìáîâñêèé ñäâèã îò íóëåâûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé ωk λ:

mc2 � ~ωk λ � Ry.

Â ýòîé îáëàñòè ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû è ïðåäñòàâèòü
ðàäèóñ-âåêòîð ýëåêòðîíà â âèäå ñóììû r = R+ξ, ãäå âåêòîð R ñâÿçàí ñ íèç-
êî÷àñòîòíûì äâèæåíèåì â êóëîíîâñêîì ïîëå ÿäðà, à âåêòîð ξ ñîîòâåòñòâóåò
âûñîêî÷àñòîòíîìó äâèæåíèþ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâûìè êîëåáàíèÿìè
âàêóóìà, îïèñûâàåìûìè êâàíòîâàííûì ïîëåì Ê . Ðàçëîæèì ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ ýëåêòðîíà U(r) ïî ξ:

U(R+ ξ) = U(R) + ξi
∂

∂Ri
U(R) +

1

2
ξiξj

∂2

∂Ri∂Rj
U(R) + ... .

Ïîñêîëüêó âåêòîð ξ ëèíåéíûì îáðàçîì ñâÿçàí ñ êâàíòîâàííûì ïîëåì Ê ,
òî îí ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ξ̂ â ïðîñòðàíñòâå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ, ÿâíûé âèä
ýòîãî îïåðàòîðà ìû ïîëó÷èì íèæå. Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî
âàêóóìó 〈ξ̂〉 = 0 è 〈ξ̂iξ̂j〉 = 〈ξ̂2〉δij/3, íàõîäèì ïîïðàâêó ê ïîòåíöèàëó

δU(R) =
1

6
〈ξ̂2〉∆U(R) =

2πe2

3
〈ξ̂2〉 δ(r) ,
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ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ∆(1/r) = −4π δ(r). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè
ðàâíà

δE =
2πe2

3
〈ξ̂2〉ψ2(0) .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 〈ξ̂2〉 ðàññìîòðèì óðàâíåíèå íà àìïëèòóäó êîëåáàíèé ξ̂k λ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ Êk,λ,

m
¨̂
ξk λ = eÊk,λ =

ieωk
c
Nk

[
âk,λek,λ e

−iωkt+ik·r − â+
k,λe

∗
k,λ e

iωkt−ik·r
]
,

ãäå Nk =

√
2π~c2

ωk V
, îòêóäà íàõîäèì

ξ̂k λ = − ieNk

mcωk

[
âk,λek,λ e

−iωkt+ik·r − â+
k,λe

∗
k,λ e

iωkt−ik·r
]
,

〈ξ̂2
k λ〉 =

e2N 2
k

(mcωk)2
〈0|â+

k,λâk,λ + âk,λâ
+
k,λ|0〉 =

e2N 2
k

(mcωk)2
.

(287)

Çàìåòèì, ÷òî âëèÿíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ Ĥk,λ íà âåëè÷èíó ξ̂k λ ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì ýôôåêòîì.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

〈ξ̂2〉 =
∑
λ=1,2

∫
d3k V

(2π)3
〈ξ̂2
k λ〉 =

2αλ2
C

π

∫ mc2

Ry

dω

ω
=

2αλ2
C

π
ln

(
mc2

Ry

)
=

4αλ2
C

π
ln

1

α
.

Çäåñü ìû îòáðîñèëè âñå êîíñòàíòû ïîðÿäêà åäèíèöû ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëü-
øèì ëîãàðèôìîì ln(1/α) (ò. å., ìû ïîëó÷èëè îòâåò ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷-
íîñòüþ). Äëÿ ïîïðàâêè ê ýíåðãèè íàõîäèì

δEnl =
8α

3
λ2
C ln

(
1

α

)
ψ2
nl(0) =

16α3

3π n3
ln

(
1

α

)
δl 0 Ry . (288)

Çäåñü n � ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, l � îðáèòàëüíûé ìîìåíò. Äëÿ âîäîðîäî-
ïîäîáíîãî àòîìà ñ çàðÿäîâûì íîìåðîì Z îòâåò èìååò âèä

δEnl =
16α3 Z4

3π n3
ln

(
1

Zα

)
δl 0 Ry . (289)

Çäåñü ïðîèñõîæäåíèå ìíîæèòåëÿ Z4 ñëåäóþùåå: îäíà ñòåïåíü Z � èç ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè è Z3 � èç ψ2

nl(0).
Ïîëó÷åííûé â ëîãàðèôìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðåçóëüòàò ãîâîðèò î ïî-

ëîæèòåëüíîì ñäâèãå óðîâíåé ýíåðãèè ñ l = 0. Óðîâíè ñ l 6= 0 òîæå ñäâèãà-
þòñÿ, íî ýòîò ñäâèã ÷èñëåííî ìåíüøå ñäâèãà äëÿ l = 0, òàê êàê îí íå ñîäåð-
æèò áîëüøîãî ìíîæèòåëÿ ln(1/α). Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ëýìáîâñêîìó
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ñäâèãó ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ýíåðãèè â àòîìå âîäîðîäà ñ îäèíà-
êîâûìè n è j (íàïðèìåð, 2s1/2 è 2p1/2). Ïîñêîëüêó äëÿ ëýìáîâñêîãî ñäâèãà
δEnl/Ry ∼ α3 ln(1/α), à äëÿ òîíêîé ñòðóêòóðû δEFS/Ry ∼ α2, òî ëýìáîâñêèé
ñäâèã çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âåëè÷èíû òîíêîé ñòðóêòóðû.
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ÐÀÇÄÅË 29. ÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì äâóõôîòîííûå ïðîöåññû, ê êîòîðûì îò-
íîñÿòñÿ ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ ñâåòà è èçëó÷åíèÿ äâóõ ôîòîíîâ ïðè ïåðåõîäå
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ îäíîãî óðîâíÿ íà äðóãîé.

29.1. Ðàññåÿíèå ñâåòà

Âåðí¼ìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ âðåìåííîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Âûøå ìû ïî-
ëó÷èëè óðàâíåíèå (255) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ an â ðàçëîæåíèè òî÷íîé âîëíî-
âîé ôóíêöèè (254) ïî íåâîçìóùåííûì âîëíîâûì ôóíêöèÿì,

i~ȧn =
∑
m

δHnm(t) eiωnmt am , ωnm =
1

~
(En − Em) . (290)

Óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ïðè óñëîâèè am(−∞) = δmk. Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè
âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì äëÿ n 6= k:

a(1)
n (t) =

1

i~

∫ t

−∞
δHnk(t

′) eiωnkt
′
dt′ . (291)

Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì äëÿ n 6= k:

a(2)
n (t) =

1

(i~)2

∑
l

∫ t

−∞
δHnl(τ) eiωnlτ

[∫ τ

−∞
δHlk(t

′) eiωlkt
′
dt′
]
dτ .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ àìïëèòóä ïåðåõîäà íàõîäèì

a(1)
n (∞) =

1

i~

∫ ∞
−∞

δHnk(t) e
iωnkt dt ,

a(2)
n (∞) =

1

(i~)2

∑
l

∫ ∞
−∞

δHnl(τ) eiωnlτ

[∫ τ

−∞
δHlk(t

′) eiωlkt
′
dt′
]
dτ .

Â ñèñòåìå ýëåêòðîíîâ è ôîòîíîâ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî δHnl îò âðåìåíè íå çàâèñèò, òîãäà

a(1)
n (∞) + a(2)

n (∞) =
2π

i~
δ(ωnk)

[
δHnk +

∑
l

δHnlδHlk

Ek − El + i0

]
.

Äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè ïîëó÷àåì

dẆnk =
2π

~

∣∣∣∣∣δHnk +
∑
l

δHnlδHlk

Ek − El + i0

∣∣∣∣∣
2

δ(En − Ek) dρn . (292)

Çäåñü En � ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ è ôîòîíîâ, dρn � ïëîòíîñòü ñîñòî-
ÿíèé ÷àñòèö (ýëåêòðîíîâ è ôîòîíîâ), íàõîäÿùèõñÿ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå â
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êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè n. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ îïèñàíèÿ
äâóõôîòîííûõ ïðîöåññîâ (óïðóãîå è íåóïðóãîå ðàññåÿíèå ñâåòà è èñïóñêàíèå

äâóõ ôîòîíîâ), â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ δĤ íàäî áðàòü îïåðàòîð âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ êâàíòîâàííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì

δĤ = − e

mec
(Â · p̂+ ~ŝ · Ĥ) +

e2

2mec2
Â2 . (293)

Â ðàññåÿíèè ñâåòà èñ÷åçàåò íà÷àëüíûé ôîòîí ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k è âåê-
òîðîì ïîëÿðèçàöèè ek,λ, à êîíå÷íûé ôîòîí ðîæäàåòñÿ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì
k′ è âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèè ek′,λ′. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü àìïëèòóäó ýòî-
ãî ïðîöåññà, íàäî ëèíåéíûå ïî âîçìóùåíèþ ÷ëåíû âçÿòü âî âòîðîì ïîðÿäêå
òåîðèè âîçìóùåíèé è êâàäðàòè÷íûå ïî âîçìóùåíèþ ÷ëåíû âçÿòü â ïåðâîì
ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ðàññìîòðèì óïðóãîå ðàññåÿíèå ôîòîíà íà àòîìå âîäîðîäà (ýëåêòðîí â
êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ â òîì æå ñîñòîÿíèè ψ0(r), ÷òî è íà÷àëüíûé
ýëåêòðîí). Íèæå ìû áóäåì ïðîâîäèòü ðàññìîòðåíèå â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðè-
áëèæåíèè, ïîäðàçóìåâàÿ ~ω � mc2. Äëÿ ñå÷åíèÿ dσ èç ïðàâèëà Ôåðìè íà-
õîäèì

dσ =
dẆ

j
=

2πV

~c
2π~c2

ωV

2π~c2

ω′V
δ(~ω′ − ~ω)

d3k′ V

(2π)3

∣∣∣∣∣ e2

mec2
(e∗k′,λ′ · ek,λ)+

+

(
e

mec

)2∑
n

[〈0|e∗k′,λ′ · p̂|n〉〈n|ek,λ · p̂|0〉
ε0 + ~ω − εn

+
〈0|ek,λ · p̂|n〉〈n|e∗k′,λ′ · p̂|0〉

ε0 − ~ω′ − εn

] ∣∣∣∣∣
2

.

Âêëàä, ïðîïîðöèîíàëüíûé (e∗k′,λ′ ·ek,λ), âîçíèêàåò îò ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â ôîð-
ìóëå (293). Ïåðâûé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îòâå÷àåò àìïëèòóäå ïðîöåñ-
ñà, â êîòîðîì âíà÷àëå óíè÷òîæàåòñÿ íà÷àëüíûé ôîòîí, à çàòåì ðîæäàåòñÿ
êîíå÷íûé ôîòîí, ò. å. ýíåðãèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà εn. Âòîðîé
÷ëåí îòâå÷àåò àìïëèòóäå ïðîöåññà, â êîòîðîì âíà÷àëå ðîæäàåòñÿ êîíå÷íûé
ôîòîí, à çàòåì óíè÷òîæàåòñÿ íà÷àëüíûé ôîòîí. Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ ïðî-
ìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíÿåòñÿ εn+~ω+~ω′. Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíà ε0 +~ω. Ïðåäñòàâèâ, êàê âñåãäà, d3k′ = ω′2 dω′ dΩk′/c

3 è âçÿâ
èíòåãðàë ïî dω′, ïîëó÷àåì

dσ = r2
0

∣∣∣∣∣(e∗k′,λ′ · ek,λ) +
1

me

∑
n

[
〈0|e∗k′,λ′ · p̂|n〉〈n|ek,λ · p̂|0〉

ε0 + ~ω − εn
+

+
〈0|ek,λ · p̂|n〉〈n|e∗k′,λ′ · p̂|0〉

ε0 − ~ω − εn

]∣∣∣∣∣
2

dΩk′ ,

(294)

ãäå r0 = e2/(mec
2) � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà (r0 = αλC = α2aB).
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1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé mec
2 � ~ω � Ry. Òîãäà

dσ = r2
0

∣∣∣(e∗k′,λ′ · ek,λ)∣∣∣2 dΩk′ . (295)

Ýòà ôîðìóëà äëÿ ñå÷åíèÿ òàê íàçûâàåìîãîòîìñîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ñóì-
ìèðîâàíèå ïî ïîëÿðèçàöèÿì ôîòîíà ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû∑∑∑

λ=1,2

e∗ik,λe
j
k,λ = δij − ninj , ni = ki/k .

Ïðîñóììèðîâàâ ïî ïîëÿðèçàöèÿì êîíå÷íîãî ôîòîíà è óñðåäíèâ ïî ïîëÿ-
ðèçàöèÿì íà÷àëüíîãî ôîòîíà, ïîëó÷èì

dσ =
r2

0

2
[1 + (n · n′)2] dΩk′ . (296)

Ýòà ôîðìóëà íå ñîäåðæèò ïîñòîÿííîé Ïëàíêà è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Ôîðìóëà (296) ñîâïàäàåò ñ ñå÷åíè-
åì ðàññåÿíèÿ íà ñâîáîäíîì ýëåêòðîíå â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà. Ïîëíîå
ñå÷åíèå òîìñîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ðàâíî

σ =
8π r2

0

3
. (297)

2. ×òîáû ïîëó÷èòü îòâåò ïðè ω~ � Ry, óäîáíî ïåðåïèñàòü ôîðìóëó (294)

â äðóãîì âèäå. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå p̂/m = (i/~)[Ĥ, r], ïîñëå ïðîñòûõ
ìàíèïóëÿöèé ïîëó÷èì

dσ =
e4 ω4

c4

∣∣∣∣∣∑
n

[
〈0|e∗k′,λ′ · r|n〉〈n|ek,λ · r|0〉

ε0 + ~ω − εn
+

+
〈0|ek,λ · r|n〉〈n|e∗k′,λ′ · r|0〉

ε0 − ~ω − εn

]∣∣∣∣∣
2

dΩk′ .

(298)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ω~� Ry ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà ðàâíî

dσ =
ω4

c4

∣∣∣e∗ik′,λ′ejk,λαij∣∣∣2 dΩk′ ,

αij = e2
∑
n 6=0

〈0|ri|n〉〈n|rj|0〉+ 〈0|rj|n〉〈n|ri|0〉
εn − ε0

.
(299)

Íàïîìíèì, ÷òî αij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ïîëÿðèçóåìîñòè èñõîäíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ àòîìà, ñì. (249). Ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåò òàê íàçûâàåìîå ðýëååâñêîå
ðàññåÿíèå, êîòîðîå ìîæíî îöåíèòü êàê

σ ∼ r2
0

(
~ω
Ry

)4

.
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Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî îáùåå óòâåðæäåíèå (íèçêîýíåðãåòè÷åñêàÿ òåî-

ðåìà): åñëè ñèñòåìà èìååò ïîëíûé çàðÿä Q è ìàññó M , òî ïîëíîå ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ ôîòîíà íà ýòîé ñèñòåìå â ïðåäåëå ω → 0 ðàâíî

σ =
8π Q4

3M 2c4
,

ïðè ýòîì âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ñèñòåìû íå âàæíà. Òàêèì îáðàçîì, â ïðå-
äåëå ω → 0 ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà íåéòðàëüíîì àòîìå ðàâíî íóëþ, à íà
èîíå ñ çàðÿäîì −ze (z � ðàçíèöà ìåæäó ÷èñëîì ïðîòîíîâ â ÿäðå è ÷èñ-
ëîì ýëåêòðîíîâ) ðàâíî

σ =
8π z4e4

3M 2c4
,

ãäå M � ìàññà èîíà.

3. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ñå-
÷åíèÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ (êîìáèíàöèîííîå ðàññåÿíèå), êîãäà â êîíå÷-
íîì ñîñòîÿíèè ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â âîçáóæä¼ííîì ñîñòîÿíèè ψ1(r) è
~ω′ = ~ω + ε0 − ε1 < ~ω. Èìååì

dσ =
e4 ω ω′3

c4

∣∣∣∣∣∑
n

[
〈1|e∗k′,λ′ · r|n〉〈n|ek,λ · r|0〉

ε0 + ~ω − εn
+

+
〈1|ek,λ · r|n〉〈n|e∗k′,λ′ · r|0〉

ε0 − ~ω′ − εn

]∣∣∣∣∣
2

dΩk′ . (300)

Âèäíî, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå ÷¼òíîñòü ñîñòîÿíèé ψ1(r) è ψ0(r) äîëæíà áûòü
îäèíàêîâà è l1 − l0 = 0, ±2.

4. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû óïðóãîå ðàññåÿíèå ñâåòà â ñëó÷àå, êîãäà
~ω ≈ εN − ε0 (ðåçîíàíñíàÿ ôëóîðåñöåíöèÿ). Òîãäà íåîáõîäèìî ó÷åñòü êî-
íå÷íóþ øèðèíó ΓN âîçáóæä¼ííîãî óðîâíÿ, ò. å. ñäåëàòü çàìåíó ýíåðãèè
εN → εN − iΓN/2. Òîãäà, îñòàâëÿÿ â ôîðìóëå (298) òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí ñ
n = N è ìàëåíüêèì ýíåðãåòè÷åñêèì çíàìåíàòåëåì, äëÿ ñå÷åíèÿ óïðóãîãî
ðàññåÿíèÿ ïîëó÷èì

dσR = e4 ω4 dΩk′

∣∣∣∑lz
〈0|e∗k′,λ′ · r|N, lz〉〈N, lz|ek,λ · r|0〉

∣∣∣2
c4[(ε0 + ~ω − εN)2 + Γ2

N/4]
. (301)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì ïðîåêöèÿì ìîìåíòà lz ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåð-
ãèåé εN . Òî÷íî â ðåçîíàíñå

dσR =
4e4 ω4 dΩk′

c4Γ2
N

∣∣∣∣∣∑
lz

〈0|e∗k′,λ′ · r|N, lz〉〈N, lz|ek,λ · r|0〉

∣∣∣∣∣
2

.
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Òàêèì îáðàçîì,

σR ∼
e4ω4a4

B

c4Γ2
N

.

Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî ïåðåõîäà

ΓN ∼
e2ω3a2

B

c3
.

Ïîýòîìó

σR ∼
c2

ω2
∼ λ2 � a2

B � r2
0 .

Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå ðåçîíàíñíîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì
ïî ñðàâíåíèþ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ñå÷åíèåì àòîìà ∼ a2

B.

29.2. Èçëó÷åíèå äâóõ ôîòîíîâ

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí äâóõôîòîííûé ïðîöåññ: ïåðåõîä èç âîçáóæä¼ííîãî
ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé ψ1(r) â ñîñòîÿíèå ψ2(r) ñ èñïóñêàíèåì äâóõ
ôîòîíîâ ñ èìïóëüñàìè k è k′ è ïîëÿðèçàöèÿìè ek,λ è ek′,λ′. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî
ïðîöåññà â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíà

dẆ =
e4 ω3

k ω
3
k′

c6 (2π)3

∣∣∣∣∣∑
n

[
〈2|e∗k′,λ′ · r|n〉〈n|e∗k,λ · r|1〉

ε1 − ~ωk − εn
+

+
〈2|e∗k,λ · r|n〉〈n|e∗k′,λ′ · r|1〉

ε1 − ~ωk′ − εn

]∣∣∣∣∣
2

dωk dΩk dΩk′ . (302)

Çäåñü ωk + ωk′ = ε1 − ε2. Ðàññìîòðèì ïåðåõîä 2s → 1s. Ýòîò ïåðåõîä íå
ìîæåò èäòè êàê êâàäðóïîëüíûé ïåðåõîä, íî ìîæåò, â ïðèíöèïå, èäòè êàê
ìàãíèòíî-äèïîëüíûé ïåðåõîä (ïåðåõîä ñ èçëó÷åíèåì îäíîãî ôîòîíà è ïåðåâî-
ðîòîì ñïèíà ýëåêòðîíà). Îäíàêî, òàê êàê ðàäèàëüíûå ôóíêöèè R20 è R10 îð-
òîãîíàëüíû, òî âåðîÿòíîñòü ýòîãî îäíîôîòîííîãî ïåðåõîäà ñèëüíî ïîäàâëåíà
êàê (kaB)4 ∼ α4 ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé îöåíêîé äëÿ ìàãíèòíî-äèïîëüíîãî
ïåðåõîäà. À èìåííî

Ẇ1γ ∼ α4 × ω3 µ2
B

~c3
∼ α9 Ry

~
.

Ýòî î÷åíü ìàëàÿ âåëè÷èíà, êðîìå òîãî åñòü åù¼ ìàëûé ÷èñëåííûé êîýôôè-
öèåíò. Çàìåòèì, ÷òî ó÷¼ò ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ çíà÷èòåëüíî ìåíÿåò ÷èñ-
ëåííûé êîýôôèöèåíò ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëó÷åííûì â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðè-
áëèæåíèè. Òî÷íûé îòâåò, ó÷èòûâàþùèé êàê ðàçëîæåíèå ìíîæèòåëÿ e−ikr,
òàê è ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì (ñì. äåòàëè â îáçîðå
[14]), ðàâåí

Ẇ1γ =
α9

486

Ry

~
= 2,8 · 10−6 ñåê−1 .
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Ïîýòîìó ïåðåõîä 2s→ 1s èä¼ò ñ èçëó÷åíèåì äâóõ ôîòîíîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ:

Ẇ2γ ∼ α6 Ry

~
,

ñ êîýôôèöèåíòîì ∼ 2 · 10−3 (òàê ÷òî Ẇ2γ ≈ 8 ñåê−1).

29.3. Ñïèíîâàÿ ïîïðàâêà ê ñå÷åíèþ òîìñîíîâñêîãî

ðàññåÿíèÿ

Ìû âèäåëè, ÷òî ïðè ~ω � mc2 ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà ïîêîÿùåìñÿ
ýëåêòðîíå íå çàâèñèò îò ~ è îò ñïèíà ýëåêòðîíà. Êðîìå òîãî, îòäà÷åé ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü ω ≈ ω′, òàê êàê êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîíå÷íîãî
ýëåêòðîíà ðàâíà

~ω − ~ω′ =
p′2

2m
∼ (~k)2

m
∼ (~ω)2

mc2
∼ ~ω

~ω
mc2

� ~ω .

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîïðàâêà ê ñå÷åíèþ òîìñîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ, ñâÿçàí-
íàÿ ñî ñïèíîì. Íàëè÷èå ýòîé ïîïðàâêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçìåðåíèÿ ñòåïåíè
ïîëÿðèçàöèè ïó÷êîâ è êàëèáðîâêè ýíåðãèè ÷àñòèö â ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîì
êîëëàéäåðå.

Âñïîìíèì ðåëÿòèâèñòñêóþ ïîïðàâêó ê ãàìèëüòîíèàíó, ñâÿçàííóþ ñî ñïè-
íîì (ìû å¼ ïîëó÷àëè, ñì. (199), êîãäà îáñóæäàëè ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìî-
äåéñòâèå):

Ĥs = − e~
2m2c2

[Ê × p̂] · ŝ .

×òîáû ïîëó÷èòü êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèå, íàäî, êàê âñåãäà,
çàìåíèòü p̂ → p̂ − eÂ/c. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íóþ ïî ïîëþ ïî-
ïðàâêó

δĤs =
e2~

2m2c3
[Ê × Â] · ŝ ,

êîòîðàÿ äà¼ò âêëàä â çàâèñÿùóþ îò ñïèíà àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ ôîòîíà. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ íàøèõ öåëåé íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ãàìèëüòîíèàí

δĤ = − e

mc
(Â · p̂+ ~ŝ · Ĥ) +

e2

2mc2
Â2 +

e2~
2m2c3

[Ê × Â] · ŝ .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ôîòîíà êâàäðàòè÷íûå ïî ïîëþ ÷ëåíû
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, à ëèíåéíûå ïî
ïîëþ ÷ëåíû � âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïóñòü âîëíîâîé âåêòîð
è ïîëÿðèçàöèÿ íà÷àëüíîãî ôîòîíà ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k1 è e1, à âîëíîâîé
âåêòîð è ïîëÿðèçàöèÿ êîíå÷íîãî ôîòîíà ðàâíû k2 è e2. Òîãäà

A1 = e1 , E1 = ike1 , H1 = i[k1 × e1]

A2 = e∗2 , E2 = −ike∗2 , H2 = −i[k2 × e∗2] ,
(303)
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ãäå k = ω/c, à íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû Nk, ñì. (273), çäåñü îïóùåíû
äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè, íî áóäóò ó÷òåíû â ñå÷åíèè. Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà
äà¼ò ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

δH1 = δH1 0 + δH1s, δH10 =
e2

mc2
(e1 · e∗2), δH1s = i

e2 ~ω
m2c4

([e1 × e∗2] · s).

Âèäíî, ÷òî ñïèíîâàÿ äîáàâêà èìååò ìàëîñòü ~ω/(mc2) ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëàâ-
íûì âêëàäîì.

Ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà � ñì. êâàäðàòè÷íûå ïî âîçìóùåíèþ âêëàäû
â ôîðìóëå (292) � ñîñòîèò èç ñóììû äâóõ âêëàäîâ. Ïåðâûé âêëàä îòâå÷àåò
ñíà÷àëà ïîãëîùåíèþ íà÷àëüíîãî ôîòîíà, à çàòåì èçëó÷åíèþ êîíå÷íîãî ôî-
òîíà. Ïðè ýòîì â ïðîìåæóòî÷íîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ ýëåêòðîí ñ èìïóëüñîì
p = k1. Âòîðîé âêëàä îòâå÷àåò îáðàòíîìó ïðîöåññó: ñíà÷àëà èçëó÷àåòñÿ êî-
íå÷íûé ôîòîí, à çàòåì ïîãëîùàåòñÿ íà÷àëüíûé ôîòîí. Ïðè ýòîì â ïðîìåæó-
òî÷íîì ñîñòîÿíèè íàõîäÿòñÿ äâà ôîòîíà (íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé), à òàêæå
ýëåêòðîí ñ èìïóëüñîì p = −k2.

Íà÷àëüíûé ýëåêòðîí èìååò íóëåâîé èìïóëüñ, à êîíå÷íûé ýëåêòðîí èìå-
åò èìïóëüñ k1 − k2. Â ïåðâîì âêëàäå En − El = ~ω, à âî âòîðîì âêëàäå
ðàçíîñòü ýíåðãèé En − El = ~ω − 2~ω = −~ω. Â ðåçóëüòàòå çàâèñÿùàÿ îò
ñïèíà ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâíà

δH2s =
e2~

m2c2ω

{[
(A2 · k1)(H1 · s) + (H2 · s)(H1 · s)

]
−

−
[
− (A1 · k2)(H2 · s) + (H1 · s)(H2 · s)

]}
.

(304)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîòåíöèàëû è ìàãíèòíûå ïîëÿ íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ôîòîíîâ,
ïîëó÷àåì äëÿ ñóììû δHs = δH1s + δH2s:

δHs = i
e2 ~ω
m2c4

{
(e∗2 · n1)([n1 × e1] · s)− (e1 · n2)([n2 × e∗2] · s)+

+
([

[n2 × e∗2]× [n1 × e1]
]
· s
)

+ ([e1 × e∗2] · s)
}
,

(305)

ãäå ìû ó÷ëè ñîîòíîøåíèå

(a · s)(b · s)− (b · s)(a · s) = i ([a× b] · s) .

Åñëè ðå÷ü èä¼ò î ðàññåÿíèè íà ïðîòîíå, äëÿ êîòîðîãî ìàãíèòíûé ìîìåíò
ðàâåí µ = g |e|~/(2mpc), ãäå g = 2,793, òî

δHs = i
e2 ~ω
m2
pc

4

{
g
[
(e∗2 · n1)([n1 × e1] · s)− (e1 · n2)([n2 × e∗2] · s)

]
+

+ g2
([

[n2 × e∗2]× [n1 × e1]
]
· s
)

+ (2g − 1) ([e1 × e∗2] · s)
}
.

(306)
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Ïîñêîëüêó
|δH10 + δHs|2 = |δH10|2 + 2Re(δH∗10δHs) + ...

è δHs ñîäåðæèò ¾i¿, òî ëèíåéíûé ïî δHs âêëàä ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ ôîòî-
íîâ ñ öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèåé, äëÿ êîòîðûõ âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè ÿâëÿþò-
ñÿ êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè. Äëÿ öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå n × eλ = −iλ eλ, ãäå λ = +1 äëÿ ïðàâîïîëÿðèçî-
âàííûõ ôîòîíîâ è λ = −1 äëÿ ëåâîïîëÿðèçîâàííûõ ôîòîíîâ. Ïîýòîìó äëÿ
öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè δHs = δH1s + δH2s:

δHs =
e2 ~ω
m2
ec

4

{
λ1 (e∗2 · n1)(e1 · s) + λ2 (e1 · n2)(e

∗
2 · s)+

+ i (1− λ1λ2)([e1 × e∗2] · s)
}
.

(307)

Äëÿ ïðîòîíà

δHs =
e2 ~ω
m2
pc

4

{
g
[
λ1 (e∗2 · n1)(e1 · s) + λ2 (e1 · n2)(e

∗
2 · s)

]
+

+ i (2g − 1− λ1λ2 g
2)([e1 × e∗2] · s)

}
.

(308)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñå÷åíèÿ óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

eiλe
∗j
λ =

1

2

(
δij − ninj − iλεijl nl

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ ðàññå-
ÿíèÿ öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííûõ ôîòîíîâ íà ýëåêòðîíå:

dσ =
r2

0

4

{
[1 + 2λ1λ2 x+ x2]+

+
2~ω
mec2

(x− 1)[(λ2 + xλ1) (s · n1) + (λ1 + xλ2) (s · n2)]
}
dΩk2 ,

ãäå x = n1 · n2. Äëÿ ïðîòîíà èìååì

dσ =
r2

0p

4

{
[1 + 2λ1λ2 x+ x2]+

+
2~ω
mpc2

[
(s · n1)[(2g − 1)(λ1 + xλ2) + gλ1(x

2 − 1)− g2(λ2 + xλ1)]+

+ (s · n2)[(2g − 1)(λ2 + xλ1) + gλ2(x
2 − 1)− g2(λ1 + xλ2)]

]}
dΩk2 .

Åñëè ïðîñóììèðîâàòü ïî ñïèðàëüíîñòè λ2 êîíå÷íûõ ôîòîíîâ, òî ïîëó-
÷èì äëÿ ýëåêòðîíà

dσ =
r2

0

2

{
(1 + x2) +

2~ω
mec2

λ1 (x− 1)[x (s · n1) + (s · n2)]
}
dΩk2 ,
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è äëÿ ïðîòîíà

dσ =
r2

0p

2

{
(1 + x2) +

2~ω
mpc2

λ1

[
(s · n1)[(2g − 1) + g(x2 − 1)− g2x]+

+ (s · n2)[(2g − 1)x− g2]
]}

dΩk2 .

Íàêîíåö, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî óãëàì âûëåòà ôîòîíà, ïîëó÷àåì ïîëíîå ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ ôîòîíà íà ýëåêòðîíå ñ ó÷¼òîì ñïèíîâîé ïîïðàâêè:

σtot =
8πr2

0

3

{
1 +

~ω
mec2

λ1 (s · n1)
}
.

Äëÿ ïðîòîíà

σtot =
8πr2

0p

3

{
1 +

~ω
mpc2

(3g − 2)λ1 (s · n1)
}
.

Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ, êóäà äåëàñü ïëîòíîñòü êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíå÷íîìó ýëåêòðîíó. Èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå â ìàò-
ðè÷íîì ýëåìåíòå äà¼ò (2π~)3 δ(~k′+ p′− ~k). Êâàäðàò ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà
äà¼ò (2π~)3 δ(~k′+p′−~k)V . Óìíîæèì ýòî âûðàæåíèå íà ïëîòíîñòü ñîñòîÿ-
íèé êîíå÷íîãî ýëåêòðîíà dρ = d3p′ V/(2π~)3 è íà 1/V 2 (ïî 1/V íà íà÷àëüíûé
è êîíå÷íûé ýëåêòðîí), ïîñëå ÷åãî ïðîèíòåãðèðóåì ïî d3p′. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì åäèíèöó.
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ÐÀÇÄÅË 30. ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜ ÏÐÅËÎÌËÅÍÈß

Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îò êîîðäèíàòû è âðå-
ìåíè â ñðåäå èìååò âèä

φ(x, t) = exp(−iωt+ ikx) = exp(−iωt+ inωx/c) ,

ãäå n � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ. Òàê êàê n = Re(n) + iIm(n), òî

|φ(x, t)|2 = exp(−2Im(n)ωx/c) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óáûâàíèå èíòåíñèâíîñòè ñâÿçàíî ñ ðàññåÿíèåì ñâåòà è
ïîãëîùåíèåì:

|φ(x, t)|2 = exp(−N σx) ,

ãäå N � ïëîòíîñòü ÷àñòèö â ñðåäå, σ � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñâåòà. Ïîýòîìó

2Im(n)ω/c = N σ .

Èç îïòè÷åñêîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

σ =
4πc

ω
Imf(0) ,

ãäå f(θ) � àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà óãîë θ. Ïîýòîìó

Im(n) =
2πc2N
ω2

Imf(0) .

Ñ÷èòàÿ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n è àìïëèòóäó f(0) àíàëèòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè ÷àñòîòû ω, íàõîäèì

n = C +
2πc2N
ω2

f(0) ,

ãäå C íå çàâèñèò îò ω. Òàê êàê ïðè ω → ∞ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n → 1,
òî C = 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñðåäà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñîðòîâ àòîìîâ (èëè
ìîëåêóë) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïëîòíîñòÿìè Ni è àìïëèòóäàìè ðàññåÿíèÿ fi,
òî ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

n = 1 +
2πc2

ω2

∑
i

Ni fi(0) .
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ÐÀÇÄÅË 31. ÂÐÀÙÀÒÅËÜÍÛÅ È ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÛÅ
ÑÏÅÊÒÐÛ ÌÎËÅÊÓË

Êàê ìû çíàåì, â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ýíåðãèþ âðàùåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà
ìîæíî îöåíèòü êàê

Erot ∼
L2

I
,

ãäå L � óãëîâîé ìîìåíò è I � ìîìåíò èíåðöèè. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìû
çàìåíÿåì L2 → ~2 l2. Ìîìåíò èíåðöèè ìîëåêóëû ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: I ∼M a2

B, ãäå M � ìàññà ÿäåð. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû âîçáóäèòü
âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, íàäî çàòðàòèòü ýíåðãèþ

δErot ∼
~2

M a2
B

∼ me

M
Ry .

Åñëè âçÿòü me/M ∼ 10−4 è ó÷åñòü, ÷òî ýíåðãèÿ 1 ýÂ ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðà-
òóðå 1,1 · 104 K, òî ïîëó÷èì, ÷òî âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû äëÿ ë¼ãêèõ
ÿäåð âîçáóæäàþòñÿ ïðè íåñêîëüêèõ êåëüâèíàõ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîëåáàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïîòåíöèàë âçàèìî-
äåéñòâèÿ ÿäåð ìåæäó ñîáîé U(r) èìååò ìèíèìóì ïðè r = R ∼ aB. Ðàçëîæèì
ïîòåíöèàë âáëèçè ìèíèìóìà

U(r) = U(R) +
1

2
U ′′(R) (r −R)2 + ...

Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàíèÿ ìîëåêóë îïèñûâàþòñÿ îñöèëëÿòîðíûì ïîòåíöèà-
ëîì ñ ÷àñòîòîé, îïðåäåëÿåìîé èç óñëîâèÿ

Mω2 ∼ U ′′(R) .

Òàê êàê U ′′(R) ∼ Ry/a2
B, òî

~ω ∼
√
me

M
Ry .

Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû âîçáóæäàþòñÿ ïðè òåìïåðà-
òóðàõ ïðèìåðíî â

√
M/me ∼ 100 ðàç áîëüøèõ, ÷åì âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè

ñâîáîäû.
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